
Paralelné algoritmy I
9. prednáška

Roderik Ploszek

Paralelné programovanie a distribuované systémy

14. apríl 2026

1 / 65



Obsah

1  Zdroj a odporúčaná literatúra 

2  Maticové algoritmy 

3  Riešenie systému lineárnych rovníc 

4  Triedenie  

2 / 65



Zdroj a odporúčaná literatúra

Začíname dvojprednáškový blok paralelné algoritmy
GRAMA, A. et al. Introduction to parallel computing. 2. vyd.
Harlow: Pearson Education Limited, 2003. ISBN
978-0-201-64865-2.
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Násobenie matice vektorom

1: procedure MAT_VECT(A, x , y)
2: begin
3: for i := 0 to n − 1 do
4: begin
5: y [i ] := 0;
6: for j := 0 to n − 1 do
7: y [i ] := y [i ] + A[i , j] × x [j];
8: end
9: end MAT_VECT

Ide o maticu A s rozmermi n × n, násobenú
vektorom x s rozmermi n × 1. Výsledkom je vektor y
s rozmermi n × 1.
Zložitosť algoritmu je Θ(n2)

4 / 65



Rozdelenie na riadky
Jeden riadok na jeden proces

Maticu rozdelíme medzi procesy tak, aby každý proces mal jeden riadok.
Vektor x rozdelíme tak, aby každý proces mal jeden prvok.
Proces Pi má prvok vektora x [i ], riadok matice A[i , 0], A[i , 1], . . . , A[i , n − 1] a počíta
výsledný prvok y [i ].
Vektor x je vynásobený s každým riadkom matice, teda každý proces musí mať celý vektor
x . Potrebný je all-to-all broadcast.
Každý proces vypočíta y [i ] = A[i , j] × x [j].
Zložitosť paralelnej verzie je Θ(n).
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Rozdelenie na riadky
Jeden riadok na jeden proces – ilustrácia
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Rozdelenie na riadky
Menej ako n procesov

p < n
Každý proces má na začiatku n/p riadkov a n/p prvkov vektora x .

Každý proces musí stále mať celý vektor x . Potrebný je all-to-all broadcast.
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2D rozdelenie

n × n maticu rozdelíme medzi n2 procesov.
Vektor x rozdelíme do posledného stĺpca n procesov.
i-ty prvok vektora musí byť dostupný i-temu prvku riadka matice.
Robí sa to v dvoch krokoch:

1 Najprv sú prvky vektora x odoslané na diagonálu.
2 Potom je každý prvok rozposlaný po stĺpcoch procesom. Potrebujeme n paralelných one-to-all

broadcast operácií.
Každý proces vynásobí prvok matice s prvkom x .
Súčiny je potrebné sčítať, použijeme all-to-one redukciu každého riadka, pričom posledný
prvok riadka bude obsahovať výsledok.
Zložitosť je tiež Θ(n).
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2D rozdelenie
Ilustrácia
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Matica x vektor v CUDA
verzia 1

Nasledujú verzie násobenia matice vektorom v CUDA. Zdroj:
 https://maharshi.bearblog.dev/optimizing-sgemv-cuda/ 

naivný kernel – jedno vlákno na jeden riadok matice
každé vlákno vypočíta jeden prvok výstupného vektora

@cuda.jit
def naive_sgemv_kernel(matd, vecd, resd):

row = cuda.grid(1)

if row < matd.shape[0]:
sum_val = 0.0
for col in range(matd.shape[1]):

sum_val += matd[row, col] * vecd[col]
resd[row] = sum_val

naive_sgemv_kernel[4, 1024](d_mat, d_vec, d_res)
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Matica x vektor v CUDA
verzia 1 – výsledok

------- Naive sgemv kernel (Numba) ---------
>> Execution time: 6.874112 ms
>> Achieved (GFLOPS): 9.762550
>> Theoretical max (GFLOPS): 10944.000000
>> Maximum memory bandwidth: 336.048000 GB/s
>> Achieves 0.089205 % of peak GFLOPS
>> Achieves 5.812339 % of peak Memory Bandwidth
--------------------------------------------
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Matica x vektor v CUDA
verzia 1 – ilustrácia

vlákna v rovnakom warpe pristupujú k vzdialeným adresám naprieč celou maticou –
neefektívny prístup k pamäti
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Matica x vektor v CUDA
verzia 1 – ilustrácia
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Matica x vektor v CUDA
verzia 1 – ilustrácia
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Matica x vektor v CUDA
verzia 2 (zlúčené pamäťové prístupy)

Ako bolo spomínané na prednáške 7, prístupy k blízkej pamäti z rovnakého warpu sú zlúčené.
Upravme kernel tak, aby warp pristupoval k prvkom na jednom riadku matice.
Veľkosť bloku bude 32 vlákien (warp) a použije jeden blok na riadok.
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Matica x vektor v CUDA – verzia 2 (zlúčené pamäťové prístupy)
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Matica x vektor v CUDA – verzia 2 (zlúčené pamäťové prístupy)
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Matica x vektor v CUDA – verzia 2 (zlúčené pamäťové prístupy)
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Matica x vektor v CUDA – verzia 2 (zlúčené pamäťové prístupy)
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Matica x vektor v CUDA – verzia 2 (zlúčené pamäťové prístupy)

@cuda.jit
def coalesced_warp_sgmev_kernel(matd, vecd, resd):

row = cuda.blockIdx.x

if row < matd.shape[0]:
tid = cuda.threadIdx.x
N = matd.shape[1]

# Each thread calculates its own partial sum by striding through columns
partial_sum = 0.0
for col in range(tid, N, cuda.blockDim.x):

partial_sum += matd[row, col] * vecd[col]

# Warp level sum reduction
total_sum = warp_reduce_sum(partial_sum)

# Only the first thread in the warp (block) writes the result
if tid == 0:

resd[row] = total_sum
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Matica x vektor v CUDA – verzia 2 (zlúčené pamäťové prístupy)

@cuda.jit(device=True)
def warp_reduce_sum(val):

"""
Utility warp level sum reduction with shuffle instructions.
"""

offset = 16 # warpSize // 2
while offset > 0:

val += cuda.shfl_down_sync(0xffffffff, val, offset)
offset //= 2

return val
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Inštrukcia shfl_down_sync

Každý warp má svoje číslo pruhu (lane) od 0 do 32.
Pre vlákno X, volanie cuda.shfl_down_sync(0xffffffff, val, offset) vráti
hodnotu premennej val vo vlákne v pruhu X + offset v rámci jedného warpu.

Zdroj obrázka:  https://developer.nvidia.com/blog/using-cuda-warp-level-primitives/ 
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Matica x vektor v CUDA
verzia 2 – výsledok

------- Coalesced warp sgmev kernel (Numba) ---------
>> Execution time: 1.029120 ms
>> Achieved (GFLOPS): 65.209952
>> Theoretical max (GFLOPS): 10944.000000
>> Maximum memory bandwidth: 336.048000 GB/s
>> Achieves 0.595851 % of peak GFLOPS
>> Achieves 38.824116 % of peak Memory Bandwidth
-----------------------------------------------------
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Násobenie matice maticou

1: procedure MAT_MULT(A, B, C)
2: begin
3: for i := 0 to n − 1 do
4: for j := 0 to n − 1 do
5: begin
6: C [i , j] := 0;
7: for k := 0 to n − 1 do
8: C [i , j] := C [i , j] + A[i , k] × B[k, j];
9: end

10: end MAT_MULT

násobenie dvoch n × n matíc,
C = A × B
časová zložitosť sériového
algoritmu je O(n3)
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Násobenie matice maticou po blokoch

1: procedure BLOCK_MAT_MULT(A, B, C)
2: begin
3: for i := 0 to q − 1 do
4: for j := 0 to q − 1 do
5: begin
6: Inicializuj prvky Ci,j na nulu;
7: for k := 0 to q − 1 do
8: C [i , j] := C [i , j] + A[i , k] × B[k, j];
9: end

10: end BLOCK_MAT_MULT

násobenie dvoch n × n matíc
násobenie q × q blokov, veľkosť
bloku je (n/q) × (n/q)
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Násobenie matice maticou po blokoch

Ak máme p procesov, určíme q = √p
Každý proces potom vypočíta výsledný blok C [i , j]
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Jednoduchý algoritmus

Máme dve matice A a B s veľkosťou n × n.
Sú rozdelené do p blokov Ai,j a Bi,j(0 ≤ i , j ≤ √p), každý s veľkosťou (n/

√p) × (n/
√p).

Bloky sú namapované na sieť √p × √p procesorov.
Procesory sú označené od P0,0 až P√p−1,

√p−1.
Proces Pi,j najprv uloží podmatice Ai,k a Bk,j a vypočíta blok Ci,j .
Na výpočet podmatice Ci,j sú potrebné podmatice Ai,k a Bk,j pre 0 ≤ k ≤ √p.
Na riadkoch matice A použijeme all-to-all brodcast.
Na stĺpcoch matice B použijeme all-to-all brodcast.
Pamäťovo náročný – celková spotreba pamäte je Θ(n2√p)
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Cannonov algoritmus

Pamäťovo efektívnejší algoritmus.
Rozdelenie matíc na bloky medzi procesory je rovnaké.
Namiesto broadcastu sa používa „rotácia“ matíc medzi procesormi tak, aby v každom kroku
každý proces používal inú maticu Ai,k .
2D algoritmy nebudú lepšie ako Ω(n).
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Cannonov algoritmus
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Cannonov algoritmus
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DNS algoritmus

Skratka podľa mien autorov: Dekel, Nassimi, Sahni.
Kocka n3 procesorov.
Časová zložitosť algoritmu Θ(log n).
Pre dve n × n matice máme k dispozícii n3 procesorov rozložených do kocky.
Algoritmus násobenia matíc potrebuje n3 násobení. Každý proces teda vykoná jedno
násobenie.
Násobenie A[i , k] × B[k, j] je priradené procesu Pi,j,k(0 ≤ i , j , k ≤ n).
Po výpočte všetkých násobení sú „stĺpce“ kocky Pi,j,0, Pi,j,1, . . . , Pi,j,n−1 sčítané paralelnou
redukciou a výsledkom je C [i , j].
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DNS algoritmus
Praktická implementácia

n rovín n × n procesov.
Každá rovina prislúcha jednému k.
V prvom kroku sú matice v nultej rovine, teda proces Pi,j,0 vlastní A[i , j] a B[i , j].
Každý stĺpec matice A je presunutý na inú rovinu.
Stĺpce v každej rovine sú potom rozposlané pomocou all-to-all broadcast po osi j .

n procesov Pi,0,j , Pi,1,j , . . . , Pi,n−1,j dostane A[i , j] z procesu Pi,j,j .
Každý vertikálny stĺpec procesov Pi,j,∗ má riadok A[i , ∗]
Matica B je rozposlaná podobne, ale namiesto j sa použije i (poslanie po stĺpcoch).
Výsledok C [i , j] je vypočítaní all-to-one redukciou po osi k.
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DNS algoritmus
Poslanie prvkov do rovín
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DNS algoritmus
Ilustrácia all-to-all broadcast
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Riešenie systému lineárnych rovníc

Riešime systém Ax = b
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Gaussova eliminačná metóda

1: procedure GAUSSIAN_ELIMINATION(A, b, y)
2: begin
3: for k := 0 to n − 1 do
4: begin
5: for j := k + 1 to n − 1 do
6: A[k, j] := A[k, j]/A[k, k];
7: y [k] := b[k]/A[k, k];
8: A[k, k] := 1;
9: for i := k + 1 to n − 1 do

10: begin
11: for j := k + 1 to n − 1 do
12: A[i , j] := A[i , j] − A[i , k] × A[k, j];
13: b[i ] := b[i ] − A[i , k] × y [k];
14: A[i , k] := 0;
15: end
16: end
17: end GAUSSIAN_ELIMINATION 36 / 65



Gaussova eliminačná metóda
Slovný algoritmus

Pre každý riadok matice k:
1 Každý prvok riadka k je podelený prvkom na diagonálne. (Takto sa z prvku na diagonále stane

jednotkový prvok.)
2 Pre každý riadok i nižšie:

Od riadka i je odpočítaný násobok riadka k tak, aby prvok pod diagonálou (v stĺpci k) bol
nulový.
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Paralelná implementácia s 1D rozdelením

Maticu rozdelíme na riadky, jeden riadok na proces.
Na začiatku proces Pi vlastní prvky A[i , j] pre 0 ≤ j ≤ n.
Prvý krok (delenie prvkov A[k, k + 1], A[k, k + 2], . . . , A[k, n − 1] prvkom A[k, k]) je
vykonávaný v rámci riadka, nie je potrebná synchronizácia.
V druhom kroku (eliminácia) je k-ty riadok použitý všetkými nižšími riadkami.
Je potrebný all-to-all broadcast riadka k procesom k + 1 až n − 1.
Výpočet eliminácie potom prebehne v každom procese paralelne.
Nevýhoda: k + 1 iterácia začne až keď je dokončená k-ta iterácia.
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Gaussova eliminačná metóda
Výpočet (delenie)
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Gaussova eliminačná metóda
Komunikácia (all-to-all broadcast riadka)
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Gaussova eliminačná metóda
Výpočet (eliminácia)
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Paralelná implementácia s 1D rozdelením
Zreťazené spracovanie

Proces Pk rozposiela (broadcast) riadok k procesom Pk+1, . . . , Pn−1.
Zmena:

Pk pošle riadok k procesu Pk+1.
Pk+1 pošle riadok k procesu Pk+2.
V tomto momente už Pk+1 môže počítať prvý krok algoritmu. Posielanie musí byť
asynchrónne, teda nečaká, kým všetky zvyšné procesy prijmú riadok k.
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Paralelná implementácia s 1D rozdelením
Zreťazené spracovanie

Procesy nezávisle vykonávajú tieto kroky:
1 Ak proces má dáta pre iné procesy, odošle ich.
2 Ak môže proces vykonať výpočet, vykoná ho.
3 Ináč proces čaká na prijatie dát na vykonanie akcií vyššie.
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Paralelná implementácia s 1D rozdelením
Zreťazené spracovanie
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Paralelná implementácia s 1D rozdelením
Zreťazené spracovanie
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Paralelná implementácia s 1D rozdelením
Zreťazené spracovanie
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Paralelná implementácia s 1D rozdelením
Zreťazené spracovanie
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Paralelná implementácia s 1D rozdelením
pre menej ako n procesov

Rozdeľme maticu n × n medzi p procesov, aby každý proces dostal n/p riadkov matice.
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Paralelná implementácia s 2D rozdelením

Matica A n × n je namapovaná na sieť n × n procesov.
Proces Pi,j na začiatku vlastní prvok A[i , j].

Podobne ako pri 1D, využívame zreťazené (asynchrónne) spracovanie.
V k-tej iterácii vonkajšieho cyklu, prvok A[k, k] z procesu Pk,k je poslaný doprava procesom
Pk,k+1 až Pk,n−1

Každý prijímajúci proces môže hneď po prijatí vypočítať podiel A[k, ∗]/A[k, k]
Po podelení je prvok A[k, j] pripravený na odoslanie dole po j-tom stĺpci.
Proces Pi,j môže vykonať elimináciu A[i , j] := A[i , j] − A[i , k] × A[k, j] hneď ako dostane
A[i , k] a A[k, j].
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Paralelná implementácia s 2D rozdelením
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Paralelná implementácia s 2D rozdelením
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Paralelná implementácia s 2D rozdelením
Schéma zreťazenia
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Paralelná implementácia s 2D rozdelením
Schéma zreťazenia
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Bubble sort

1: procedure BUBBLE_SORT(n)
2: begin
3: for i := n − 1 to 1 do
4: for j := 1 to i do
5: compare-exchange(aj , aj+1);
6: end BUBBLE_SORT

zložitosť algoritmu je Θ(n2)
Bubble sort porovnáva susedov v poradí – od podstaty je sériový a ťažko paralelizovateľný.
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Nepárna-párna transpozícia
Odd-even transposition

Triedime n prvkov v n fázach (n je párne).
Každá fáza vyžaduje n/2 porovnaní.
Dve fázy: párna a nepárna fáza.
V nepárnej fáze sú porovnávané prvky s nepárnym indexom s ich susedmi po pravej strane.
Párna fáza funguje analogicky.
Po n fázach je postupnosť utriedená.

55 / 65



Nepárna-párna transpozícia
Sériový algoritmus

1: procedure ODD-EVEN(n)
2: begin
3: for i := 1 to n do
4: begin
5: if i je neparne then
6: for j := 0 to n/2 − 1 do
7: compare-exchange(a2j+1, a2j+2)
8: if i je parne then
9: for j := 1 to n/2 − 1 do

10: compare-exchange(a2j , a2j+1)
11: end
12: end ODD-EVEN

Zložitosť algoritmu je Θ(n2).
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Nepárna-párna transpozícia
Paralelná verzia

1: procedure ODD-EVEN_PAR(n)
2: begin
3: id := id procesu
4: for i := 1 to n do
5: begin
6: if i je neparne then
7: if id je neparne then
8: compare-exchange_min(id + 1)
9: else

10: compare-exchange_max(id − 1)
11: if i je parne then
12: if id je parne then
13: compare-exchange_min(id + 1)
14: else
15: compare-exchange_max(id − 1)
16: end
17: end ODD-EVEN_PAR

Všetky operácie v rámci jednej fázy sú
vykonávané paralelne.
Zložitosť paralelnej verzie s n procesormi je
Θ(n).
Nevýhoda: prvky sa posúvajú vždy iba o
jedno miesto.
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Shellsort

Pre zjednodušenie predpokladajme, že počet procesorov je mocnina 2, p = 2d .
Každý proces dostane blok n/p prvkov.
Algoritmus má dve fázy:

1 Vzdialené procesy porovnajú a vymenia prvky.
2 Použije sa párna-nepárna transpozícia
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Shellsort
Ilustrácia

1 Každý proces zoradí svojich n/p prvkov.
2 Každý proces je spárovaný s procesom na

druhej strane poľa (prvý s posledným atď.).
3 Spárované procesy porovnajú prvky a

vykonajú výmeny.
4 Procesy sú rozdelené na polovice a v každej

polovici sa pokračuje od bodu 2 až kým
počet prvkov v skupine na rozdelenie nie je
1.
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Quicksort
Sériový algoritmus

1: procedure QUICKSORT(A, q, r)
2: begin
3: if q ≤ r then
4: begin
5: x := A[q];
6: s := q;
7: for i := q + 1 to r do
8: if A[i ] ≤ x then
9: begin

10: s := s + 1;
11: swap(A[s], A[i ]);
12: end
13: swap(A[q], A[s]);
14: QUICKSORT(A, q, s);
15: QUICKSORT(A, s + 1, r);
16: end
17: end QUICKSORT

Priemerná zložitosť Θ(n log n).
Algoritmus má dva kroky:

1 Rozdeľuj: postupnosť A[q . . . r ] je rozložená na dve
podpostupnosti A[q . . . s] a A[s + 1 . . . r ], kde každý
prvok z prvej podpostupnosti je menší alebo rovný
ako každý prvok v druhej podpostupnosti.

2 Panuj: Podpostupnosti sú zoradené rekurzívnou
aplikáciou algoritmu.

Rozdelenie je určené výberom prvku z postupnosti
A[q . . . r ], ktorý sa nazýva pivot.
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Quicksort
Vizualizácia
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Quicksort
Paralelný algoritmus pre zdieľanú pamäť

Pole A s n prvkami a p procesorov.
Proces Pi dostane blok Ai s n/p prvkami.

1 Je vybraný pivot, ktorý je poslaný všetkým procesom broadcastom.
2 Každý proces rozdelí svoj blok na dve časti: Si , ktorý obsahuje prvky menšie ako pivot a Li ,

ktorý obsahuje prvky väčšie ako pivot.
3 Vykoná sa globálne preusporiadanie prvkov podľa pivota.
4 Procesy sa rozdelia na dve skupiny. Prvá skupina rekurzívne triedi prvky S, druhá skupina

prvky L.
5 Rekurzia končí, keď je v podbloku iba jeden proces.
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Quicksort
Ilustrácia
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Quicksort
Ilustrácia
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Koniec

Pokračovanie nabudúce.
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