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Triedy Petriho sietí

• Existuje niekoľko tried Petriho sietí, ktoré majú osobitné vlastnosti

• Tieto vlastnosti sa dajú využiť napr. na uľahčenie analýzy modelu
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Triedy Petriho sietí

• Binárna Petriho sieť
̶ Všetky váhy hrán sú rovné 1
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Triedy Petriho sietí

• Automatová Petriho sieť
̶ Každý prechod 𝑡 má práve 1 vstupné miesto a 1 výstupné miesto
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Triedy Petriho sietí

• Značkovaný graf
̶ Každé miesto 𝑝 má práve 1 vstupný prechod a 1 výstupný prechod
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Triedy Petriho sietí

• Petriho sieť voľného výberu
̶ Každá hrana vedúca z miesta 𝑝 je:

▪ buď jediná hrana vychádzajúca z tohto miesta

▪ alebo je jedinou hranou vstupujúcou do nejakého prechodu
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Triedy Petriho sietí

• Bezpečná Petriho sieť
̶ V žiadnom jej mieste sa nikdy nevyskytuje viac ako 1 značka
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Triedy Petriho sietí
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Vlastnosti Petriho sietí

• Dosiahnuteľnosť označkovania

• Ohraničenosť

• Pokrytie

• Živosť

• Reverzibilnosť

• Bezkonfliktnosť a spravodlivosť

• Konzervatívnosť

• P-invarianty

• T-invarianty
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Definície

• Spustenie spustiteľného prechodu
̶ Aby sa mohol prechod 𝑡 spustiť, musí byť spustiteľný, čiže: 

𝒎 ≥ 𝒕−

̶ Ak sa spustí spustiteľný prechod 𝑡, značkovanie sa zmení podľa vzťahu:

𝒎′ = 𝒎 + ∆𝒕

̶ Spustenie spustiteľného prechodu zapisujeme takto: 

𝒎 ሾ ۧ𝑡  𝒎′
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Definície

• Postupnosť spúšťania prechodov so začiatkom v 𝒎
̶ Postupnosť 𝜎 = 𝑡1𝑡2𝑡3 … 𝑡𝑘 nazývame spúšťacou postupnosťou so začiatkom v 𝒎,     

keď platí:
𝒎 ሾ ۧ𝑡1  𝒎𝟏ሾ ۧ𝑡2  𝒎𝟐ሾ ۧ𝑡3  𝒎𝟑 … 𝒎𝒌−𝟏ሾ ۧ𝑡𝑘  𝒎𝒌

    kde indexy 1 … 𝑘 označujú iba poradie spustenia nejakých prechodov 𝑡 ∈ 𝑇 

̶ Čiže každý 𝑡𝑖  v postupnosti 𝜎 musí byť spustiteľný po spustení prechodov 𝑡1..𝑡𝑖−1 

• Dosiahnuteľné označkovanie z 𝒎
̶ Označkovanie 𝒎𝒌 získané spúšťacou postupnosťou 𝜎 so začiatkom v 𝒎

𝒎𝒌 = 𝒎 + ෍

𝑖=1

𝑘

∆𝒕𝒊
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Dosiahnuteľnosť označkovania

• Označkovanie 𝒎𝒌 v Petriho sieti PN je dosiahnuteľné z 𝒎𝟎 práve vtedy, ak 
existuje spúšťacia postupnosť 𝜎 so začiatkom v 𝒎𝟎, pre ktorú je možné            
v danom poradí postupne spustiť každý prechod spúšťacej postupnosti:

𝒎𝟎 ሾ ۧ𝜎  𝒎𝒌

• Po postupnom spustení prechodov v spúšťacej postupnosti sa označkovanie 
zmení podľa vzťahu   𝒎𝒌 = 𝒎𝟎 + σ𝑖=1

𝑘 ∆𝒕𝒊 

• Množina všetkých dosiahnuteľných označkovaní siete PN z 𝒎𝟎 je
𝑅𝑃𝑁 𝒎𝟎

• Platí, že 𝒎𝟎 je tiež dosiahnuteľné z 𝒎𝟎, čiže 𝒎𝟎 ∈ 𝑅𝑃𝑁 𝒎𝟎 12



Graf dosiahnuteľnosti 𝑅𝐺𝑃𝑁

• Grafická forma reprezentácie množiny dosiahnuteľných označkovaní 𝑅𝑃𝑁 𝒎𝟎

• Uzly grafu
̶ Jednotlivé označkovania (stavy systému)

• Hrany grafu
̶ Spustiteľné prechody pre dané označkovanie, z ktorého vychádzajú
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Konštrukcia grafu dosiahnuteľnosti 𝑅𝐺𝑃𝑁

1. Počiatočné označkovanie predstavuje koreňový uzol:    𝒎 ≔ 𝒎𝟎

2. Pre každý prechod 𝑡𝑗, ktorý je v označkovaní 𝒎 spustiteľný, sa vytvorí nový 
uzol s označkovaním 𝒎′:   𝒎 ൣ ൿ𝑡𝑗  𝒎′. 

3. Ak taký uzol už v 𝑅𝑃𝑁 𝒎𝟎  existuje, použije sa ten (nevytvárame duplicitu). 
Inak sa 𝒎′ pridá do množiny 𝑅𝑃𝑁 𝒎𝟎 .

4. Uzol 𝒎 sa spojí s uzlami 𝒎′ pomocou orientovaných hrán, ktoré sú 
ohodnotené názvom príslušného prechodu 𝑡𝑗.

5. Pokračujeme bodom 2. pre všetky novo-pridané 𝒎′ do 𝑅𝑃𝑁 𝒎𝟎 :   𝒎 ≔ 𝒎′

6. Ak už nie je možné vytvoriť nový uzol, graf je kompletne vytvorený.
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Príklad 1
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Príklad 1
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Príklad 1
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Príklad 1
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Príklad 1
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Príklad 1
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Z grafu je zrejmé, že tento systém obsahuje mŕtve stavy,
v ktorých nie je možné spustiť žiaden ďalší prechod.



Príklad 2
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Ohraničenosť

• Petriho sieť PN je ohraničená, ak všetky jej miesta sú ohraničené.

• Miesto 𝑝 ∈ 𝑃 je ohraničené, ak pre každé označkovanie 𝒎𝒌 ∈ 𝑅𝑃𝑁 𝒎𝟎  platí:

𝒎𝒌 𝑝 ≤ 𝑗, kde 𝑗 ∈ 𝑁

• Počet značiek v mieste 𝑝 nie je väčší než nejaké prirodzené číslo 𝑗.

• Petriho sieť je potom 𝑗-ohraničená.
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Príklad 3
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⋮

Striedavým spúšťaním 𝑡3 a 𝑡2 sa v 𝑝2 hromadia značky.
Nové uzly pribúdajú donekonečna.
Konečný graf dosiahnuteľnosti sa nedá zostrojiť.
Petriho sieť je neohraničená.



Pokrytie

• Dosiahnuteľné označkovanie 𝒎 ∈ 𝑅𝑃𝑁 je pokryté označkovaním 𝒎′ práve 
vtedy, keď  𝒎 ≤ 𝒎′

• Napr.: 

 𝒎 =
1
2
0

 je pokryté označkovaním 𝒎′ =
1
3
0

 𝒎 =

0
3
0
1

 je pokryté označkovaním 𝒎′ =

10
3
0

20
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Pokrytie

• Pre použitie v neohraničených Petriho sieťach sa zaviedol symbol nekonečna 
𝜔 – ako dodatočný symbol v množine hodnôt označkovaní.

• Symbolizuje prítomnosť veľa značiek v mieste.

• Pre symbol platí:

   Keď 𝑛 ∈ 𝑁, potom:
𝑛 ≪ 𝜔

𝜔 + 𝑛 = 𝜔
𝜔 − 𝑛 = 𝜔

𝜔 ≤ 𝜔
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Graf pokrytia

• Konštruuje sa namiesto grafu dosiahnuteľnosti pre neohraničené Petriho siete

• Postup je podobný ako pri konštrukcii grafu dosiahnuteľnosti, ale navyše:

̶ Ak pre nový uzol 𝒎′ vytvorený po aplikácii 𝒎 ൣ ൿ𝑡𝑗  𝒎′ platí, 
že na ceste z 𝒎𝟎 do 𝒎′ existuje 𝒎𝒌 ≤ 𝒎′

̶ potom zložky vektora 𝒎′, ktoré sú striktne väčšie než rovnoľahlé zložky vektora 𝒎𝒌 sa 
nahradia symbolom 𝜔

̶ Symbol 𝜔 sa následne prenáša aj do ďalších nových uzlov, ktoré z tohto upraveného uzla 
vzniknú spustením spustiteľných prechodov.

̶ Symbol 𝜔 predstavuje vždy dostatočné množstvo značiek pre spustenie prísluš. prechodu
28



Príklad 4
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⋮

Nekompletný graf dosiahnuteľnosti
nahradíme grafom pokrytia
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Po spustení 𝑡3 a následne 𝑡2 vidíme, že 
na ceste z 𝑚0 do 𝑚′ existuje 𝑚𝑘,          
pre ktoré platí:

𝑚𝑘 ≤  𝑚′

1,0,1,0 𝑇 ≤ 1,1,1,0 𝑇

Striktne väčšie zložky v 𝑚′ nahradíme 𝜔

𝑚′ = 1, 𝜔, 1,0 𝑇

𝑚0 = = 𝑚𝑘

= 𝑚′
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Symbol 𝜔 sa prenáša do ďalších 
nových uzlov, ktoré z 𝑚′ vzniknú 
spustením spustiteľných prechodov
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Vznikol uzol, ktorý už v grafe máme.

Namiesto duplicity vedieme hranu  
do existujúceho uzla.
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Výsledný graf pokrytia



Živosť

• Živosť z pohľadu označkovania 𝒎
̶ Dosiahnuteľné označkovanie 𝒎𝒅 ∈ 𝑅𝑃𝑁 𝒎𝟎  je mŕtve ak neexistuje spustiteľný 

prechod z 𝒎𝒅.

̶ Ak systém prejde do mŕtveho stavu, nemôže pokračovať vo svojej činnosti (deadlock).

• Živosť z pohľadu prechodov 𝑡 ∈ 𝑇
̶ 𝑡 je L0-živý (mŕtvy), ak sa nenachádza v žiadnej spúšťacej postupnosti začínajúcej v 𝒎𝟎.

̶ 𝑡 je L1-živý, ak je aspoň raz spustiteľný v nejakej spúšťacej postupnosti začínajúcej v 𝒎𝟎.

̶ 𝑡 je L2-živý, ak je aspoň 𝑘-krát spustiteľný v nejakej spúšťacej postupnosti z 𝒎𝟎.

̶ 𝑡 je L3-živý, ak je nekonečne veľakrát spustiteľný v nejakej spúšťacej postupnosti z 𝒎𝟎.

̶ 𝑡 je L4-živý (živý), ak z každého dosiahnuteľného označkovania v sieti vychádza aspoň 
jedna spúšťacia postupnosť, v ktorej je 𝑡 aspoň raz spustiteľné.
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Živosť - L0

• Prechod 𝑡 ∈ 𝑇 je L0-živý (mŕtvy) v PN, ak nie je spustiteľný v žiadnom 
značkovaní 𝑚 dosiahnuteľnom z 𝑚0 v PN 

̶ Prechod 𝑡 sa nikdy nedá spustiť
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Živosť - L1

• Prechod 𝑡 ∈ 𝑇 je L1-živý v PN, ak existuje značkovanie 𝑚 dosiahnuteľné z 𝑚0 v 
PN také, že prechod 𝑡 je v značkovaní 𝑚 spustiteľný

̶ Prechod 𝑡 sa dá potenciálne spustiť aspoň raz
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Živosť - L2

• Prechod 𝑡 ∈ 𝑇 je L2-živý v PN, ak pre každé 𝑘 ∈ 𝑁, je 𝑡 aspoň 𝑘-krát 
spustiteľný v nejakej spúšťacej postupnosti z 𝑚0

̶ Prechod 𝑡 sa dá spustiť aspoň 𝑘-krát 
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𝑡2

𝑝4

𝑐𝑡2
𝑝1𝑝0

𝑡1

𝑡3



Živosť – L3

• Prechod 𝑡 ∈ 𝑇 je L3-živý v PN, ak je nekonečne veľakrát spustiteľný v nejakej 
spúšťacej postupnosti z 𝑚0

̶ Prechod 𝑡 sa dá spustiť nekonečne veľakrát 
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𝑡3

𝑡1𝑝0 𝑝1

𝑐𝑡3

𝑝4



Živosť – L4

• Prechod 𝑡 ∈ 𝑇 je L4-živý v PN, ak pre každé značkovanie 𝑚 dosiahnuteľné z 
𝑚0 v PN existuje značkovanie 𝑚′ dosiahnuteľné v PN z 𝑚 také, že prechod t je 
spustiteľný v 𝑚′

̶ Prechod 𝑡 sa dá spustiť vždy v budúcnosti
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𝑡4𝑡0𝑝1 𝑝2

𝑐𝑡4



Živosť

• Ak je prechod L𝑖-živý, potom je aj L𝑗-živý pre všetky 𝑗 ∈ 𝑁 ∪ {0}, také že 𝑗 < 𝑖

• Petriho sieť je L𝑖-živá, ak všetky jej prechody sú L𝑖-živé
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Reverzibilnosť

• Poukazuje na cyklický charakter systému modelovaného Petriho sieťou

• Petriho sieť PN je reverzibilná, práve vtedy, keď:

∀ 𝒎 ∈ 𝑅𝑃𝑁 𝒎𝟎     platí, že    𝒎𝟎 ∈ 𝑅𝑃𝑁 𝒎

• Z každého dosiahnuteľného označkovania 𝒎 existuje aspoň jedna spúšťacia 
postupnosť začínajúca v 𝒎 a vedúca späť do 𝒎𝟎.
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Bezkonfliktnosť a spravodlivosť

• Bezkonfliktnosť
̶ Petriho sieť je bezkonfliktná, ak spustenie nejakého prechodu nespôsobí odobratie 

spustiteľnosti inému prechodu.

• Spravodlivosť
̶ Petriho sieť je ohraničená spravodlivo, ak sú spravodlivo ohraničené všetky jej dvojice 

prechodov

̶ Dvojica prechodov je ohraničená spravodlivo, ak každý prechod z dvojice je možné 
spustiť maximálne k-krát predtým, ako sa spustí aj druhý z dvojice.

44



Konzervatívnosť

• Vyjadruje, že počet zdrojov v systéme alebo subsystéme zostáva konštantný

• Petriho sieť je striktne konzervatívna, ak celkový počet značiek v sieti zostáva 
konštantný pre akékoľvek dosiahnuteľné označkovanie.

෍

𝑖=1

𝑃

𝒎𝟎 𝑝𝑖 = ෍

𝑖=1

𝑃

𝒎 𝑝𝑖  𝑝𝑟𝑒 ∀𝒎 ∈ 𝑅𝑃𝑁 𝒎𝟎

• Petriho sieť je konzervatívna vzhľadom na váhový vektor 𝒗, ak súčet váženého 
počtu značiek jednotlivých miest je konštantný pri všetkých dosiahnuteľných 
označkovaniach.

෍

𝑖=1

𝑃

𝒗 𝑝𝑖 𝒎𝟎 𝑝𝑖 = ෍

𝑖=1

𝑃

𝒗 𝑝𝑖 𝒎 𝑝𝑖  𝑝𝑟𝑒 ∀𝒎 ∈ 𝑅𝑃𝑁 𝒎𝟎  a 𝒗 ∈ 𝑁 𝑃
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P-invariant

• Place invariant

• P-invariant v Petriho sieti identifikuje množinu miest, ktoré z technologického 
pohľadu tvoria nejaký funkčný celok (subsystém).

• Je teda zrejmé, že sieť môže mať viac P-invariantov

• P-invariant je 𝑛-riadkový vektor, kde 𝑛 = 𝑃 .

𝒊𝑃 =
 

𝑃

𝑖1

⋮

 
𝑃

𝑖𝑛

 𝑝𝑟𝑖č𝑜𝑚 𝒊𝑃 ≠ 𝟎

• P-invarianty sa dajú nájsť ako celočíselné riešenia rovnice

𝑁∆
𝑇𝒊𝑃 = 𝟎

46



P-invariant

• Zložky P-invariantu chápeme ako váhy, ktorými môžeme násobiť počet značiek 
v miestach (t.j. v rovnoľahlých zložkách vektora označkovania 𝒎)

                                     𝒎𝑻 = 𝑀 𝑝1 , … , 𝑀 𝑝𝑛           𝒊𝑃 =
 

𝑃

𝑖1

⋮

 
𝑃

𝑖𝑛

• Spustenie ľubovoľného prechodu nezmení invariantom vážený súčet značiek 
v sieti

𝒎𝟎
𝑻 ∙ 𝒊𝑃 = 𝒎𝒌

𝑻 ∙ 𝒊𝑃 pre ∀𝒎𝒌 ∈ 𝑅𝑃𝑁 𝒎𝟎
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P-invariant

• Základ (support) P-invariantu   supp(𝒊𝑃)
̶ Množina miest, ktoré zodpovedajú nenulovým prvkom vektora P-invariantu

̶ Napr. základ pre daný P-invariant je nasledovná množina

supp 𝒊𝑃 = supp

1
0
1
2
0

= 𝑝1, 𝑝3, 𝑝4

̶ Táto množina predstavuje určitú skupinu miest, ktoré spolu funkčne súvisia

̶ V tejto skupine zostáva invariantom vážený počet značiek konštantný

• Každá lineárna kombinácia P-invariantov je tiež P-invariant

48



P-invariant

• Minimálne P-invarianty
̶ Invariant 𝒊𝑃𝑎

 je minimálny, ak najväčší spoločný deliteľ jeho nenulových zložiek je 1 
a zároveň platí:

∄𝒊𝑃𝑏
 ∶  supp 𝒊𝑃𝑏

⊂ supp 𝒊𝑃𝑎

̶ ...neobsahuje základ iného P-invariantu

• Napr.:
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𝒊𝑃1
= 0,1,1,0,0 𝑇

𝒊𝑃2
= 0,0,1,1,3 𝑇

𝒊𝑃3
= 0,2,3,1,3 𝑇

supp 𝒊𝑃1
= 𝑝2, 𝑝3  

supp 𝒊𝑃2
= 𝑝3, 𝑝4, 𝑝5  

supp 𝒊𝑃3
= 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4, 𝑝5  

supp 𝒊𝑃1
⊂ supp 𝒊𝑃3

supp 𝒊𝑃2
⊂ supp 𝒊𝑃3

𝒊𝑃3
= 𝒊𝑃2

+ 2𝒊𝑃1



P-invariant

• Minimálne P-invarianty
̶ Počet P-invariantov je 𝑛 − 𝑟 , kde

𝑛 je počet miest v PS

𝑟 je hodnosť incidenčnej matice ℎ 𝑁Δ ;   r = rank(N) 

• Napr.:
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𝑁Δ =

 
-1 1 1 -1

1 -1 -1 1

0 0 1 0

1 0 0 -1

-1 0 0 1

𝑛 = 5 

𝑟 = ℎ 𝑁Δ = 3 

Počet minimálnych (lineárne nezávislých)
P-invariantov je:

𝑛 − 𝑟 = 2



P-invariant

• Ak existuje P-invariant taký, že všetky jeho zložky sú väčšie ako 0, 
Petriho sieť je štruktúrne ohraničená

̶ V žiadnom jej mieste sa nebudú hromadiť značky pre ľubovoľné počiatočné 
označkovanie a pre ľubovoľnú spúšťaciu postupnosť

• P-invariant, ktorého všetky zložky sú buď 0 alebo 1, označuje takú množinu 
miest v Petriho sieti, v ktorej celkový počet značiek zostáva konštantný pre 
všetky dosiahnuteľné označkovania
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P-invariant

• Algoritmus pre získanie minimálnych P-invariantov
̶ Farkasov algoritmus (Fourier-Motzkinov algoritmus)

̶ (J. Farkas, 1902)
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P-invariant – Farkasov algoritmus

𝑖 ∶= 0; 

D𝑖 ∶= NΔ I𝑛 ; 

For 𝑖 ∶=  1 to 𝑚 

 For riadky d𝑣, d𝑤 matice D𝑖−1 také, že d𝑣 𝑖  a d𝑤 𝑖  majú opačné znamienka

  d ≔ d𝑤 𝑖 · d𝑣 + d𝑣 𝑖 · d𝑤; /∗ dosiahneme d(𝑖) = 0 ∗/ 

  d′ ≔ d/ nsd d 1 , d 2 , … , d 𝑚 + 𝑛 ; /∗ nsd = najväč. spol. delit. ∗/

  Rozšír maticu D𝑖−1 o nový posledný riadok d′;

 endfor; 

 Vymaž všetky riadky d𝑘 rozšírenej matice D𝑖−1 také, že d𝑘 𝑖 ≠ 0
 D𝑖 ≔ výsledná D𝑖−1; 

endfor; 

Vymaž prvých 𝑚 stĺpcov matice D𝑚 54



𝑁Δ =

 

P-invariant – Farkasov algoritmus – Príklad
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-1 1 1 -1
1 -1 -1 1
0 0 1 0
1 0 0 -1

-1 0 0 1

Nájdite P-invarianty pre incidenčnú maticu 𝑁Δ

𝑚 = 4   (prechody)

𝑛 = 5  (miest)



𝐷0 = 𝑁Δ 𝐼5 =

P-invariant – Farkasov algoritmus – Príklad

56

-1 1 1 -1 1 0 0 0 0
1 -1 -1 1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0
1 0 0 -1 0 0 0 1 0

-1 0 0 1 0 0 0 0 1

• Rozšírime maticu o jednotkovú maticu sprava
• V stĺpci 𝑖 = 1 nájdime prvky s opačnými znamienkami



P-invariant – Farkasov algoritmus – Príklad

57

-1 1 1 -1 1 0 0 0 0
1 -1 -1 1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0
1 0 0 -1 0 0 0 1 0

-1 0 0 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 1 0 0 0

• Rozšírime maticu o jednotkovú maticu sprava
• V stĺpci 𝑖 = 1 nájdime prvky s opačnými znamienkami
• S príslušnými riadkami 𝑣 = 1 a 𝑤 = 2 vykonáme operácie: 𝑑 ≔ 𝑑𝑤 𝑖 · 𝑑𝑣 + 𝑑𝑣 𝑖 · 𝑑𝑤

       𝑑′ ≔ 𝑑/𝑛𝑠𝑑 𝑑 1 , 𝑑 2 , … , 𝑑 𝑚 + 𝑛

• Výsledok 𝑑′ zaradíme ako najspodnejší riadok

𝑑′

𝑑1

𝑑2

𝑑1 1 = −1 

𝑑2 1 = 1 



P-invariant – Farkasov algoritmus – Príklad
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-1 1 1 -1 1 0 0 0 0
1 -1 -1 1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0
1 0 0 -1 0 0 0 1 0

-1 0 0 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 1 0 0 0

0 1 1 -2 1 0 0 1 0

• Rozšírime maticu o jednotkovú maticu sprava
• V stĺpci 𝑖 = 1 nájdime prvky s opačnými znamienkami
• S príslušnými riadkami 𝑣 = 1 a 𝑤 = 4 vykonáme operácie: 𝑑 ≔ 𝑑𝑤 𝑖 · 𝑑𝑣 + 𝑑𝑣 𝑖 · 𝑑𝑤

       𝑑′ ≔ 𝑑/𝑛𝑠𝑑 𝑑 1 , 𝑑 2 , … , 𝑑 𝑚 + 𝑛

• Výsledok 𝑑′ zaradíme ako najspodnejší riadok

𝑑′

𝑑1

𝑑4

𝑑1 1 = −1 

𝑑4 1 = 1 



P-invariant – Farkasov algoritmus – Príklad
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-1 1 1 -1 1 0 0 0 0
1 -1 -1 1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0
1 0 0 -1 0 0 0 1 0

-1 0 0 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 1 0 0 0

0 1 1 -2 1 0 0 1 0
0 -1 -1 2 0 1 0 0 1

• Rozšírime maticu o jednotkovú maticu sprava
• V stĺpci 𝑖 = 1 nájdime prvky s opačnými znamienkami
• S príslušnými riadkami 𝑣 = 2 a 𝑤 = 5 vykonáme operácie: 𝑑 ≔ 𝑑𝑤 𝑖 · 𝑑𝑣 + 𝑑𝑣 𝑖 · 𝑑𝑤

       𝑑′ ≔ 𝑑/𝑛𝑠𝑑 𝑑 1 , 𝑑 2 , … , 𝑑 𝑚 + 𝑛  

• Výsledok 𝑑′ zaradíme ako najspodnejší riadok

𝑑′

𝑑2

𝑑5

𝑑2 1 = 1 

𝑑5 1 = −1 



P-invariant – Farkasov algoritmus – Príklad
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-1 1 1 -1 1 0 0 0 0
1 -1 -1 1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0
1 0 0 -1 0 0 0 1 0

-1 0 0 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 1 0 0 0

0 1 1 -2 1 0 0 1 0
0 -1 -1 2 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 1𝑑′

𝑑4

𝑑5

𝑑4 1 = 1 

𝑑5 1 = −1 

• Rozšírime maticu o jednotkovú maticu sprava
• V stĺpci 𝑖 = 1 nájdime prvky s opačnými znamienkami
• S príslušnými riadkami 𝑣 = 4 a 𝑤 = 5 vykonáme operácie: 𝑑 ≔ 𝑑𝑤 𝑖 · 𝑑𝑣 + 𝑑𝑣 𝑖 · 𝑑𝑤

       𝑑′ ≔ 𝑑/𝑛𝑠𝑑 𝑑 1 , 𝑑 2 , … , 𝑑 𝑚 + 𝑛

• Výsledok 𝑑′ zaradíme ako najspodnejší riadok



P-invariant – Farkasov algoritmus – Príklad
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0 0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0 0

0 1 1 -2 1 0 0 1 0
0 -1 -1 2 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 1

• Rozšírime maticu o jednotkovú maticu sprava
• V stĺpci 𝑖 = 1 nájdime prvky s opačnými znamienkami
• S príslušnými riadkami 𝑣 = 4 a 𝑤 = 5 vykonáme operácie: 𝑑 ≔ 𝑑𝑤 𝑖 · 𝑑𝑣 + 𝑑𝑣 𝑖 · 𝑑𝑤

       𝑑′ ≔ 𝑑/𝑛𝑠𝑑 𝑑 1 , 𝑑 2 , … , 𝑑 𝑚 + 𝑛

• Výsledok 𝑑′ zaradíme ako najspodnejší riadok
• Odstránime riadky, ktoré na 𝑖-tej pozícii neobsahujú 0



𝐷1 =

P-invariant – Farkasov algoritmus – Príklad
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0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 1 1 -2 1 0 0 1 0
0 -1 -1 2 0 1 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 1 1

• V stĺpci 𝑖 = 2 nájdime prvky s opačnými znamienkami



P-invariant – Farkasov algoritmus – Príklad
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0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 1 1 -2 1 0 0 1 0
0 -1 -1 2 0 1 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 0 1 1

• V stĺpci 𝑖 = 2 nájdime prvky s opačnými znamienkami
• S príslušnými riadkami 𝑣 = 3 a 𝑤 = 4 vykonáme operácie: 𝑑 ≔ 𝑑𝑤 𝑖 · 𝑑𝑣 + 𝑑𝑣 𝑖 · 𝑑𝑤

       𝑑′ ≔ 𝑑/𝑛𝑠𝑑 𝑑 1 , 𝑑 2 , … , 𝑑 𝑚 + 𝑛

• Výsledok 𝑑′ zaradíme ako najspodnejší riadok

𝑑′

𝑑4

𝑑3

𝑑3 2 = 1 

𝑑4 2 = −1 



P-invariant – Farkasov algoritmus – Príklad
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0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 0 1 1

• V stĺpci 𝑖 = 2 nájdime prvky s opačnými znamienkami
• S príslušnými riadkami 𝑣 = 3 a 𝑤 = 4 vykonáme operácie: 𝑑 ≔ 𝑑𝑤 𝑖 · 𝑑𝑣 + 𝑑𝑣 𝑖 · 𝑑𝑤

       𝑑′ ≔ 𝑑/𝑛𝑠𝑑 𝑑 1 , 𝑑 2 , … , 𝑑 𝑚 + 𝑛

• Výsledok 𝑑′ zaradíme ako najspodnejší riadok
• Odstránime riadky, ktoré na 𝑖-tej pozícii neobsahujú 0



𝐷2 =

P-invariant – Farkasov algoritmus – Príklad
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0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 0 1 1

• V stĺpci 𝑖 = 3 nájdime prvky s opačnými znamienkami – nie sú žiadne dvojice, pokračujeme ďalším krokom

𝑑1 3 = 1 

− ? −



P-invariant – Farkasov algoritmus – Príklad
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0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 0 1 1

• V stĺpci 𝑖 = 3 nájdime prvky s opačnými znamienkami – nie sú žiadne dvojice, pokračujeme ďalším krokom
• Odstránime riadky, ktoré na 𝑖-tej pozícii neobsahujú 0



𝐷3 =

P-invariant – Farkasov algoritmus – Príklad
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0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 0 1 1

• V stĺpci 𝑖 = 4 nájdime prvky s opačnými znamienkami – nie sú žiadne dvojice, pokračujeme ďalším krokom

− ? −

− ? −



P-invariant – Farkasov algoritmus – Príklad
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0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 0 1 1

• V stĺpci 𝑖 = 4 nájdime prvky s opačnými znamienkami – nie sú žiadne dvojice, pokračujeme ďalším krokom
• Odstránime riadky, ktoré na 𝑖-tej pozícii neobsahujú 0 – nemáme čo odstrániť, pokračujeme ďalším krokom



𝐷4 =

P-invariant – Farkasov algoritmus – Príklad
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0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 0 1 1

𝑚 = 4

• Ak 𝑖 = 𝑚 (prešli sme všetky stĺpce incidenčnej matice)
• Odstránime prvých 𝑚 stĺpcov matice



P-invariant – Farkasov algoritmus – Príklad
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1 1 0 0 0
0 0 0 1 1
1 1 0 1 1

• Ak 𝑖 = 𝑚 (prešli sme všetky stĺpce incidenčnej matice)
• Odstránime prvých 𝑚 stĺpcov matice
• Zostane matica P-invariantov (riadky matice), z ktorých treba identifikovať minimálne P-invarianty

𝒊𝑃1
=

1
1
0
0
0

𝒊𝑃2
=

0
0
0
1
1

𝒊𝑃3
= 𝒊𝑃1

+ 𝒊𝑃2
 ⟹   Lineárna kombinácia je tiež invariant, ale nepatrí do bázy 



T-invariant

• Transition invariant

• T-invariant v Petriho sieti naznačuje možnú slučku v grafe dosiahnuteľnosti, 
čiže sekvenciu prechodov, ktorá vedie na také označkovanie, v ktorom začala. 

• Sieť môže mať viac T-invariantov

• T-invariant je 𝑚-riadkový vektor, kde 𝑚 = 𝑇

𝒊𝑇 =
 

𝑇

𝑖1

⋮

 
𝑇

𝑖𝑚

 𝑝𝑟𝑖č𝑜𝑚 𝒊𝑇 ≠ 𝟎

• T-invarianty sa dajú nájsť ako celočíselné riešenia rovnice

𝑁∆
 𝒊𝑇 = 𝟎
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T-invariant

• Usporiadanie zložiek T-invariantu korešponduje s usporiadaním stĺpcov       
v incidenčnej matici (čiže s konkrétnymi prechodmi)

• Zložky T-invariantu môžeme chápať ako počet spustení jednotlivých 
prechodov, po ktorom je označkovanie siete rovnaké ako pred spúšťaním 
prechodov z T-invariantu.

• Ak je Petriho sieť reverzibilná potom existuje aj T-invariant.
̶ Naopak to nemusí platiť.
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T-invariant

• Podobne ako v prípade P-invariantov aj pre T-invarianty platí to isté pre:

• Základ T-invariantu supp 𝒊𝑇

• Minimálne T-invarianty
̶ Počet minimálnych T-invariantov je 𝑚 − 𝑟

̶ Kde 𝑚 je počet prechodov v PS a 𝑟 je hodnosť incidenčnej matice

• Farkasov algoritmus pre výpočet minimálnych T-invariantov
̶ Vstupom do algoritmu je transponovaná incidenčná matica 𝑁Δ

𝑇

̶ Index 𝑚 v algoritme naďalej označuje počet stĺpcov a index 𝑛 je počet riadkov 
transponovanej matice (nemýliť si s počtom prechodov a miest)
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𝐷5 =  

𝑁Δ
𝑇 =

 

T-invariant – Príklad
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𝑚 = 5 

𝑛 = 4 

-1 1 0 1 -1

1 -1 0 0 0

1 -1 1 0 0
-1 1 0 -1 1

𝐷0 = 𝑁Δ
𝑇 𝐼4 =

-1 1 0 1 -1 1 0 0 0

1 -1 0 0 0 0 1 0 0
1 -1 1 0 0 0 0 1 0
-1 1 0 -1 1 0 0 0 1

0 0 0 0 0 1 2 0 1

⋮

𝒊𝑇1
=

1
2
0
1

indexy v zmysle zapísaného algoritmu zo slajdu 49

Počet prechodov je:  𝑚 = 4

Hodnosť 𝑁Δ je:    𝑟 = ℎ 𝑁Δ = ℎ(𝑁Δ
𝑇) = 3 

Počet minimálnych T-invariantov je: 𝑚 − r = 1



Softvér pre analýzu PS

• INA tool
̶ (Peter Starke - Humboldt University of Berlin)

̶ Algoritmy pre analýzu PS

̶ Určovanie invariantov aj pre zložitejšie siete

• CPN Tools
̶ Simulácia a analýza farebných Petriho sietí

• Atď... (Google)
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https://www2.informatik.hu-berlin.de/~starke/ina.html
http://cpntools.org/


Ďakujem za pozornosť.
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