Konecné automaty Deterministické konecné automaty
000000000000 0000 000000000000000000000000

Prednaska 2 - Kone¢né automaty

Ing. Viliam Hromada, PhD.

] C-510
Ustav informatiky a matematiky
FEI STU

viliam.hromada@stuba.sk

29.9.2020

1/41


 viliam.hromada@stuba.sk

Konecné automaty
900000000000 0000

Neformalna diskusia o konec¢nych automatoch

¢ Na Uvod si povedzme neformalne a motivacne nieCo o kone¢nych
automatoch...

¢ Konec€ny automat je matematicky model zariadenia, ktoré sa v kazdom
¢asovom momente nachadza v tzv. stave, pricom vSetkych stavov, v ktorych
sa mbze nachadzat je konecne vela.

¢ To znamend, disponuje mnozinou tychto stavov.

¢ TaktieZ je riadeny logikou, ktora hovori, ako sa medzi tymito stavmi prepina, v
zavislosti od externych "vstupov".

Stlacenie

start @ 6

stlacenie
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Motivaény priklad

¢ V motivacnom priklade si ukazeme, ako vieme pouzit kone¢né automaty na
modelovanie nejakého pozadovaného systému,

® a nasledne, ako analyzou tohto modelu vieme odhalit, ¢i ma nas systém
nejaké bugy, ¢i v hiom dochadza k nezelanému spravaniu.

¢ Pokusime sa modelovat elektronické peniaze.
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¢ V schéme elektronickych penazi budu vystupovat' 3 subjekty:

1. Zakaznik
2. Obchod
3. Banka

¢ Pre jednoduchost predpokladajme, Ze v obehu je 1 "peniaz".
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e Zakaznik méze:
® Platit (pay), t.j. poSle svoj e-peniaz obchodu.
e Zrusit (cancel) svoj e-peniaz, t.j. posle ho do banky a t4 mu hodnotu pripiSe na
bezny Ucet, pricom samotny e-peniaz zneplatni.
e Obchod méze:
e Zaslat (ship) tovar zakaznikovi.
® Poziadat o vymenu (redeem) e-peniazu v banke, t.j. poSle ho do banky s
poziadavkou, aby ho banka prepisala na obchod.
e Banka mbdze:

® Presunut (transfer) peniaze obchodu tym, Ze vytvori novy e-peniaz viazany na
obchod a posle mu ho.

5/41



Konecné automaty
0000e00000000000

transfer

cancel

ship

6/41



Konecné automaty
00000e0000000000

Samozrejme by sme chceli, aby v naSom modeli nemohlo dochadzat' k nezelanym
situaciam, napriklad:

e Zakaznik sa mOze pokusit’ urobit képiu e-peniazu

e Zakaznik sa mOze pokusit minat ten isty e-peniaz viackrat

e Zakaznik sa méze pokusit minat a zaroven zrusit ten isty e-peniaz

e Banka nesmie prijat na vymenu ten isty e-peniaz od réznych obchodov

¢ Banka nesmie dovolit, aby sa ten isty peniaz aj zrusil zakaznikom, aj zaslal z
obchodu na vymenu

e Obchod by nemal odoslat tovar predtym nez sa uisti, Ze zan dostal riadne
zaplatené.

* aid.
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e Kazdého aktéra mézeme modelovat pomocou kone¢ného automatu.

e Kazdy automat bude mat stavy, pomocou ktorych si bude "pamatat™, ¢o dany
aktér uz vykonal a zaroven indikovat, ¢o eSte mbze vykonat'.

e Budeme uvazovat, Zze m6ze nastat 5 spominanych akcii (pay, cancel, ship,
redeem, transfer)

¢ Na dalSom slajde je ukazka, ako by mohli vyzerat koneCné automaty
popisujuce mozné spravanie 3 aktérov vzhfadom na 1 konkrétny e-peniaz.

* Pri kazdom aktérovi uvazujeme len tie akcie, ktoré sa ho dotykaju.

8/41



Konecné automaty
0000000 e00000000

Deterministické konecné automaty
000000000000000000000000

Start __ redeem __ transfer _
N N e
(b )~ —{¢)
a) obchod l ship ship l ship
I '
@J e N8/
redeem transfer
@)
cancel N
/p&)\l cancel
K«'/’j' , o ~
(J/ (=G r—)
T T redeem transfer
Start Start
b) zakaznik c) banka

Figure: Tri nezavislé automaty pre aktérov [1] 9/41



Konecné automaty
0000000 0e0000000

¢ Niektoré akcie v automatoch chybaju - napriklad akcia cancel na obchod
nema vplyv, preto v automate pre obchod chyba. Ak by k nej do$lo, tak
automat obchodu na fu nevie reagovat’ a "zasekol" by sa.

e Podobne, ak by napriklad zakaznik vykonal akciu pay dvakrat (¢o podla jeho
automatu momentalne méze) a obchod by bol napriklad v stave e, tak by
automat pre obchod nevedel, o ma robit a taktiez by sa "zasekol".

¢ Preto je niekedy ziaduce, aby sme v automate definovali aj akcie, ktoré sice
nemaju na automat ziaden vplyv, ale je potrebné, aby ich automat
"zaregistroval", t.j. aby mal na ne definované prechody.

10/41



Konecné automaty
000000000 e000000

Akcie, ktoré budeme ignorovat':
1. Irelevantné akcie vzhfadom na GcCastnika:
® Cancel pre obchod
® Pay, ship pre banku
® Redeem, ship, transfer pre zakaznika
2. Akcie, ktoré nesmu zaseknut automat:
® Pay pre obchod v inom stave, nez a.
® Cancel v banke v stavoch 3 a 4 (aby nebola snaha o zruSenie peniazu po jeho
redeem-e)
® Podobne redeem v stavoch 3 a 4.
Ignorovanie akcie bude automat realizovat’ slu¢kou v aktualnom stave, v ktorom sa
nachadza.
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e Mame teda 3 nezavislé automaty modelujuce vSetkych aktérov vzhladom na
dané akcie.

e Potrebujeme vSak vytvorit' jeden velky model (automat), ktory by v sebe
zahfnal vSetkych aktérov.

e Standardne sa konétruuje tzv. suéinovy automat, ktory vlastne vznikne ako
kombinacia (kartézsky sucin) vSetkych stavov v§etkych automatov.

e Automat zakaznika ma 1 stav, obchodu 7 stavov, banky 4 stavy, dokopy teda
dostaneme automat s 1 x 7 « 4 = 28 stavmi.
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Ked mame teraz model nasho e-penazného systému pomocou kone¢ného
automatu, vieme ho pouzit na verifikaciu, ¢i v iom nedochadza k nezelanym
situaciam.

Na prvy pohfad vidime, Ze niektoré stavy, napriklad (2, e) alebo (4, d) nie su
dosiahnutelné zo stavu, v ktorom je automat na zaciatku.

Celkovo je v iom len 10 dosiahnutefnych stavov.

DélezitejSia je vSak prave analyza nezelanych situacii.
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Napriklad:

¢ Je mozné, aby obchod odoslal tovar bez toho, ze by dostal zaplatené? Teda
nastal ship, ale nenastal transfer?

¢ Niektoré stavy su ok, napriklad existuje cesta do stavu (3, e), kde tovar bol uz
odoslany (ship) a d'alej je mozné, Zze banka vykona transfer do stavu (4, g9),
Cize obchod mébze vidiet' svoje peniaze...

¢ V automate je v8ak mozné aj dostat sa do stavu (2, ¢), napriklad
postupnostou akcii pay, ship, cancel. Tovar teda bol zaslany, avSak obchod
eSte nestihol vykonat akciu redeem a zékaznik naopak, vykonal akciu cancel.
Preto ak sa obchod pokusi vykonat' redeem, tak nebude méct.
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* Preto napriklad analyzou kone¢nych automatov je mozné odhalovat bugy v
navrhoch systémov.

¢ Povedzme si teraz nieCo odborného a forméalneho o kone¢nych automatoch.
Zacnime definiciou deterministického kone¢ného automatu.
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Deterministicky koneCny automat

Deterministicky konecny automat (DKA) A je pética (Q, X, 4, Qo, F):

1.
2.
3.

Kone¢na mnozina stavov Q
Kone¢na mnozina vstupnych symbolov &

Prechodova funkcia 4,6 : Q x ¥ — Q, ktora kazdej dvojici
(stav, vstupny symbol) prideli jeden stav

PociatoCny stav qg, o € Q
Mnozina akceptacnych (finalnych) stavov F, F C Q.
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Spracovanie vstupu DKA

e Ako sme uz naznacili, (D)KA spracuvaju nejaké vstupy.

e DKA podfa definicie navySe dokazu tieto vstupy "akceptovat" alebo
"neakceptovat™.

¢ |de o to, ¢i dany DKA po precitani tohto vstupu skonci v nejakom Specialnom
stave alebo nie.
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Spracovanie vstupu DKA

Uvazujme, ze ajao...an je postupnost vstupnych symbolov, ktora spracujeme
nejakym DKA.

Kazdy DKA funguije tak, ze Cita vstupny refazec symbol po symbole, pricom
po precitani symbolu sa posuva na d'alSi nasledovny symbol a nevie sa
vratit’ spat’ k uz predtym precitanym symbolom.

Na zaciatku je DKA v stave qp. Aby sme zistili, ako zareaguje tento DKA na
prvy vstupny symbol a;, pozrieme sa, aka je hodnota prechodovej funkcie
6(qo, ar). Nech 6(qo, ar) = .

To znamenad, ze DKA sa po precitani symbolu a; zo stavu qy prepne do stavu
1.
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Spracovanie vstupu DKA
Teraz sa DKA nachadza v stave g; a na vstupe sa na spracovanie nachadza
d'aldi symbol vstupného retazca - a».
Znovu sa pozrieme, ¢o hovori prechodova funkcia - nech plati, ze
6(q1, @) = Qe.
Automat sa teda nachadza v stave gy a po precitani symbolu a, sa z neho
prepne do stavu @o.
Automat pokracuje d'alej v ¢itani vstupnych symbolov a prepinani sa medzi
stavmi podfa prechodovej funkcie, t.j. prepina sa medzi stavmi g3, s, ..., gn
podfa §(gj_1, @) = q; pre kazdé i.
Ak po precitani celého vstupu skonci v stave g, a plati, ze g, € F, t]. je to
tzv. akceptacny stav, tak hovorime, ze automat spracovany retazec
aia»...ap akceptuje.
Ak stav g, ¢ F, t.j. nie je akceptacny, tak potom hovorime, ze automat
refazec aja»...an neakceptuje.
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Priklad

Najdite DKA, ktory vie rozpoznat (akceptovat) také retazce zo symbolov {0, 1},
ktoré v sebe obsahuju ako podretazec 01.

e Ozna¢me mnozinu vSetkych takychto retazcov L. Vieme ju popisat napriklad
ako:

{w | w je tvaru x01y pre nejaké retazce x a y pozostavajlce z nul a jednotiek }

® Pripadne:
{x01y | x a y su lubovolné retazce z ndl a jednotliek }
® Apre fajnSmekrov: L = {x01y | x € {0,1}*,y € {0,1}*}
¢ Priklady takychto retazcov su: 01,001,011,0010,0011,1011,1010, ...
¢ Priklady retazcov, ktoré tento tvar nemaju: ,0,1,00,10, 11,1111, ...
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e Takyto DKA teda bude Citat retazce zlozené z nil a jednotiek. Preto vstupna
abeceda takéhoto DKA bude ¥ = {0, 1}.

e Taktiez sa bude prepinat medzi nejakymi stavmi, pricom na zaciatku bude v
stave qp.

e Musime teraz vymysliet, ako sa bude spravat’, aby sme s istotou vedeli
povedat, ze ak v ¢itanom retazci narazil na postupnost 01, tak potom takyto
retazec musi akceptovat), t.j. po jeho docitani skoncit v jednom z
akceptacnych stavov.
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Pocas Citania vstupného retazca si teda musi DKA pamatat”

1. Videl uz niekde v ¢itanom vstupe postupnost 01? Ak ano, to znamena, ze
Cokolvek, o este Cita uz nezmeni fakt, ze v danom vstupe sa tato postupnost
nachadza a preto by od momentu, ked precita 01 mal uz zostavat len v
akceptacnom stave.

2. Nevidel sice eSte postupnost 01, ale prave precital symbol 0 - to znamena, ze
ak d'alsi symbol bude 1, tak precita 01 a vSetko ostatné uz bude akceptovat.

3. Nevidel este postupnost 01 a posledny vstup bol alebo 1, alebo je na
zaCiatku. V takom pripade musi narazit najprv na 0 a vzapati na 1, aby mohol
vstup akceptovat'.
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Prave tieto 3 situacie nam indikuju, ze DKA bude mat 3 stavy, ktoré budu v
podstate realizaciou tychto 3 situacii.

e Pociatocny stav qq bude reprezentovat bod &islo 3. Prave sme zacali, t.j. eSte
sme urcite nevideli postupnost 01. A taktiez, ak sme v stave g a Citame
jednotku, tak sme sa nepriblizili k tomu, aby bola vo vstupe niekde 01 a preto
musime zostat' v qo, t.j. 6(qo, 1) = Qo.

e Ak sme v stave qp a preCitame nulu, dostavame sa do situacie z bodu Cislo 2,
Cize je mozné, Ze z hfadanej ¢asti 01 sme prave precitali nulu. Preto sa
posunieme do nového stavu - povedzme g; a teda 4(qo,0) = q;.

e Ak sme v stave gy, prave sme precitali jednu nulu. Ak teraz znovu precitame
nulu, tak to znamena, Ze znovu sme mozno precitali prvi nulu z hfadanej
postupnosti 01. Preto §(qgq,0) = gy. Ak teraz precitame jednotku, tak to
znamena, ze sme prave precitali po sebe iduce 01 a presunieme sa do
nového stavu @», ktory reprezentuje situaciu z bodu Cislo 1 z
predchadzajuceho slajdu, t.j. 6(g1,1) = Q.
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Ak je DKA v stave g, to znamena, e niekde vo vstupe preéital ¢ast 01. Cize
nech uz bude d'alej na vstupe Cokolvek, bude to len celé sucast jedného
velkého refazca, v ktorom sa urcite nachadzala postupnost 01.

Preto uz DKA zotrva v stave o, teda 6(go,0) = 6(qo, 1) = @.
Spolu teda bude mat tento automat 3 stavy: Q = {qo, g1, G2}

Akceptacny stav bude stav g, t.j. ten, do ktorého sa dostaneme v pripade, ze
vstup splha pozadovanu vlastnost, t.j. F = {go}.
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Vysledny automat, ktory akceptuje retazce nul a jednotiek, ktoré obsahuju ako
podretazec 01 by teda bol definovany ako patica

A= ({qu a1, (-72}, {oa 1}, 55 Qo; {qQ})’ kde:

® 0(q,0) = q
® 0(qo,1) = Qo
* 3(q1,0) = g
* 3(q1,1) = e
® 0(q2,0) =
* (g 1) =0
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Iny zapis DKA

Existuje viacero spdsobov, ako popisat nejaky DKA. Okrem spominanej patice a
vymenovania prechodovej funkcie existuju minimalne d'alSie dva:

* Prechodovy diagram
¢ Prechodova tabulka
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Prechodovy diagram

Pri popise DKA A= (Q, X, 4, qo, F) pomocou prechodového diagramu
postupujeme nasledovne

1. Pre kazdy stav z Q je v diagrame samostatny vrchol ozna¢eny menom stavu.

2. Nech pre stav g € Q a vstupny symbol a € ¥ je podla prechodovej funkcie
4(qg, a) = p. Potom v prechodovom diagrame je vedena orientovana hrana z
vrcholu g do vrcholu p ozna¢ena symbolom a. Ak je v automate viacero
prechodov z g do p na rézne vstupné symboly, je mozné v diagrame pouzit
len jednu hranu z g do p oznacenu zoznamom tychto symbolov.

3. Do vrcholu pociato€ného stavu qq vstupuje hrana oznacend ako Start. Tato
hrana nevychadza zo Ziadneho vrchola.

4. Vrcholy prislichajuce akceptatnym stavom si oznacené dvojitou kruznicou.
Vrcholy neakceptujucich stavov len oby¢ajnou kruznicou.
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Start
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Prechodova tabulka

Pri popise DKA A = (Q, %, J, qo, F) pomocou prechodovej tabulky postupujeme
nasledovne

1. Zahlavia riadkov v tabulke predstavuju jednotlivé stavy.
2. Zahlavia stipcov v tabulke predstavuju jednotlivé vstupné symboly.

3. Riadok prisluchajuci pociatonému stavu qqg je oznaceny Sipkou.
4. Riadky prisluchajuce akceptacnym stavom su oznacené hviezdiCkou.
5. Ak je v automate prechod zo stavu g do stavu p pre symbol a, t.j. 6(q, a) = p,

tak v prechodovej tabulke je na pozicii: riadok q stlpec a vpisany stav p.
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RozSirena prechodova funkcia

Z toho, ¢o sme si povedali, by uz malo byt zrejmé, ze pre kazdy DKA
mézeme uvazovat, aké retfazce akceptuje / neakceptuje.

Pre kazdy retazec totizto vieme uvazovat, ¢i sa automat po jeho spracovani
ocitne v nejakom akceptacnom stave alebo nie.

Aby sme mali formalne zadefinované spravanie DKA pre spracovanie
refazca, zadefinujme si tzv. rozsirent prechodovu funkciu.

Prechodové funkcia ¢ totizto popisuje spravanie sa DKA len pre 1 vstupny
symbol.

Rozsirend prechodov4 funkcia § bude popisovat spravanie sa DKA pre
retazec vstupnych symbolov.
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RozSirena prechodova funkcia

Roz$irena prechodova funkcia § je funkcia, ktora pre stav g a refazec w vrati
stav p, do ktorého sa dostane DKA, ak zacne v stave q a spracuje vstupny
retazec w. Definujeme ju indukciou na dlzke vstupného retazca w:

. Zéklad: §(qg,¢) = q. Tj. ak je DKA v stave g a na vstupe ni¢ nie je, ostane v
stave q.

. Indukcia: Nech w je retfazec v tvare w = xa, a je posledny symbol w a x je
retfazec, ktory vznikne z w odstranenim posledného symbolu a. Potom

(g, w) = 6(3(q,x),a)
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RozSirena prechodova funkcia

¢ Indukcna Cast definicie nehovori ni¢ iné, nez len to, Ze na to, aby sme zistili,
kam sa dostane DKA zo stavu q po precitani slova w:
1. Najprv zistime, do akého stavu sa dostane zo stavu q po precitani prefixu x
slova w, t.j. (g, x) - nech napriklad 6(q, x) = p
2. A nasledne zistime, kam sa z tohto stavu p dostaneme po spracovani
posledného symbolu a slova w, t.j. é(p, a).
3. Dokopy ndm to logicky povie, kam sa dostane DKA pre cely retazec w zo stavu

q, tj. 4(q, w).
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Priklad

Navrhnite DKA, ktory bude akceptovat nasledovni mnozinu retazcov:

L = {w | w ma parny pocet ndl a parny pocet jednotiek }

e Je jasné, ze DKA si bude musiet vediet nejakym spésobom pocitat /
pamatat, Ci bol doteraz precitany pocet nul parny / neparny, a taktiez, ¢i bol
doteraz precitany pocet jednotiek parny / neparny.

e Pomb6ze nam fakt, Ze ak je nejaké Cislo parne, tak Cislo o 1 vacSie je neparne
a naopak, ak je nejaké Cislo neparne, tak Cislo o 1 vacsie je parne.
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Priklad

Ked'Ze potrebujeme rozliSovat, ¢i sme doteraz videli parny/neparny pocet
jednotiek a parny/neparny pocet nul, potrebujeme dokopy minimalne 4 stavy:
1. qo: V tomto stave bude DKA, ak doteraz precital parny pocet nul a parny
pocCet jednotiek. Tento stav je zaroven aj pociatocnym stavom, ked'’Zze na
zaCiatku eSte nebolo precitané ni¢ a nula je parne Cislo. A taktiez bude
akceptacnym stavom, lebo v iom skon¢ime prave vtedy, ked doteraz
pregitany refazec spiha pozadované podmienky.

2. g;: V tomto stave bude DKA, ak doteraz precital parny pocet nul a neparny
pocet jednotiek.

3. g»: V tomto stave bude DKA, ak doteraz precital neparny pocet nul a parny
pocet jednotiek.

4. gs3: V tomto stave bude DKA, ak doteraz precital neparny pocet nul a neparny
pocet jednotiek.
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Priklad

Prechodové funkcia automatu by vyzerala nasledovne:

Start f \/' N
\ DO

Figure: Vysledné rieSenie [1]
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Priklad

Ukazme si este na priklade (detailny) popis vypoctu automatu pre vstup 110101 v
zmysle definicie rozSirenej prechodovej funkcie:

1. 8(q0, €) = qo.

3(q0,1) = 6(3(q0,€),1) = 6(qo, 1) = 1.
3(q0,11) = 5(3(qo 1) 1) =46(q1,1) = Qo-
3(q0,110) = 6(5(qo, 11),0) = 6(q0, 0) = Ge.
d(qo, 1101) = 5(( ;110),1) = 0(qe, 1) = gs.
3(go, 11010) = 5(8(qo, 1101),0) = 6(gs,0) = g1.

8(qo, 110101) = 6(8(qo, 11010),1) = 8(qy, 1) = qo.
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Jazyk DKA

Kazdy DKA rozpoznéva (akceptuje) nejaki mnozinu retfazcov nad svojou
vstupnou abecedou.

Definicia

Nech DKA A= (Q,%,0, qo, F). Jazyk akceptovany deterministickym kone¢nym
automatom je mnoZina oznacena L(A) a definovana:

L(A) = {w | 3(qo, w) € F}
To znamend, jazyk DKA tvoria také retazce, pre ktoré sa DKA po ich celom

precitani dostane z pociato¢ného stavu gy do niektorého zo svojich akceptacnych
stavov.

Kazdy jazyk L akceptovany nejakym deterministickym kone¢nym automatom, t.j.
ak L = L(A) pre nejaky DKA A, nazyvame regularnym jazykom.
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