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Organizacia predmetu
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Organizacia semestra

e Prednas$ajuci/ cviCiaci: Ing. Viliam Hromada, PhD., C-510,
viliam.hromada@stuba.sk

e Webstranka predmetu:
https://uim.fei.stuba.sk/predmet/teoreticke-zaklady-informatiky/

e Cez semester: 2 testy, kazdy za 20 bodov, spolu teda 40 bodov.
e Pre udelenie zapoctu je nutné ziskat' z tychto 40 bodov minimalne 20 bodov.
¢ Na zaver 60 bodova skuska (na papier).

e Literatura: Hopcroft, Motwani, Ullman: Introduction to Automata Theory,
Languages and Computation, 3rd Edition.

V AlIS-e je taktiez vytvorené diskusné férum k predmetu.

2/112



Organizacia predmetu
0e00

COVID opatrenia

* Prednasky / cviCenia pocas diStancénej vyuky prebiehaju online formou Google
Meet videokonferencii na adrese: https://meet.google.com/jse-gvnd-acq

e V zmysle Studijného poriadku su vSetky formy vyuky pre Studentov povinné.
NavySe mam pokyny z vedenia fakulty viest prezencnu listinu pre prednasky /
cvicenia, preto na kazdej prednaske / cviCeni budem viest dochadzku.

e VSetky prednasky / cviCenia budd nahravané a zaznam bude k dispozicii.
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Studijny poriadok, &l. 13, ods (3).

Preukazana necestnost’ Studenta pri hodnoteni Studijnych vysledkov (zistenie
opisovania, pouzitie nedovolenych pomécok a inych praktik, plagiatorstvo apod.)
ma za nasledok hodnotenie klasifikatnym stupfiom FX — nedostato¢ne (Cl. 16
tohto Studijného poriadku). Takéto konanie je porusenie zasad Studijnej moralky a
mébze byt predmetom disciplindrneho konania.
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Pouzita literatura

e Zakladnou literatirou predmetu je kniha Introduction to Automata Theory,

Languages and Computation, 3rd Edition od autorov Hopcroft, Motwani,
Ullman.

¢ Jedna sa o jednu z fundamentalnych knih v oblasti informatiky.

e PouZiva sa na vyuku problematiky automatov a Turingovych strojov na celom
svete.
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Motivacia

Ciefom predmetu Teoretické zaklady informatiky je poskytnut informacie o
teoretickych (matematickych) modeloch vypoctu, t.j. o tom, na ¢om je
teoreticky informatika zalozena.

Kazdy vypoctovy stroj je totizto praktickou realizaciou nejakého teoretického
formalneho konceptu.

Na tomto predmete si vysvetlime niekolko formalnych modelov vypoctu,
pocnuc jednoduchymi kone¢nymi automatmi a konciac Turingovymi strojmi,
ktoré predstavuju matematicky model bezného vypoctového zariadenia.
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Historia

e Alan Turing v 30.tych rokoch XX. storocCia Studoval abstrakiné (teoretické /
formalne) zariadenia (modely vypoctu) s ciefom Studovat, aké problémy by
vedeli / nevedeli rieSit, aké su hranice ich schopnosti.

* Ako sa neskér ukazalo, tieto zariadenia (tzv. Turingove stroje) su
ekvivalentné dneSnym pocitacom z hlfadiska ich schopnosti.

® V 40.tych a 50.tych rokoch sa Studovali jednoduchSie zariadenia - tzv.
koneCné automaty, ktoré maju dnes Siroké uplatnenie v informatike.
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Historia

¢ V neskorych 50.tych rokoch zaloZzil americky lingvista Noam Chomsky
Studium tzv. formalnych jazykov, ktoré s automatmi Uzko suvisi - viac na
predmete Automaty a formalne jazyky

e V roku 1969 Cook rozsiril poznatky o Turingovych strojoch a zaviedol
rozdelenie problémov na tie, ktoré sa daju efektivne riesit na pocitaci a tie,
ktoré sa v principe daju riesit, avSak vyzaduju velmi dlhy ¢as, ¢im polozil
zaklady tzv. zlozZitosti algoritmov - viac na predmete Analyza a zlozitost
algoritmov
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Motivacia

e Prvy koncept, s ktorym budeme pracovat, budi kone¢né automaty.

* Medzi jeho vyuzitia patri:
* Navrh a overenie spravania digitalnych obvodov.
¢ Lexikalna analyza pri preklade programu.
® Vyhladavanie slov / fraz v textoch, resp. hfadanie postupnosti bajtov v datach.
® QOverovanie systémov majucich kone€ny pocet stavov (komunikané protokoly).
® Formalny model spravania sa systému.
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Motivaény priklad kone¢ného automatu

Vela systémov (informacnych, vypoctovych, atd’.) ma ta vlastnost, Ze sa
pocas svojej Cinnosti méze nachadzat v jednom tzv. stave z kone¢ného poctu
tzv. stavov.

Takyto stav moze reprezentovat’ nejaku situaciu, v ktorej sa systém ocitol v
zavislosti od toho, ¢o sa v nom predtym udialo, k akym udalostiam v fnom
doslo.

Ulohou stavu &asto byva pamétat si, aka bola histéria ginnosti daného
systému.

Kedze pocet stavov je obmedzeny (konecny), znamena to, ze systém musi
byt inteligentne navrhnuty, aby si pamétal len relevantné informécie.

Zaroven to znamena, Ze implementacia systému je mozna, ked'Zze bude
potrebny konecny pocet zdrojov (napr. riadkov kédu alebo HW komponentov)
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Motivaény priklad

Uvazujme nasledovny (formalny) model vypinaca. Vzdy si pamata, Ci je vypinac
vypnuty alebo zapnuty a modeluje, Co sa udeje, ak sa stlaci tlacidlo vypinaca, t.j.
ak je vypinac¢ vypnuty a tlacidlo sa stlaci, tak sa vypina¢ zapne a naopak, ak je
vypinac zapnuty a tlaCidlo sa stlaci, tak sa vypinac vypne.

stlacenie

start @ @

stlacenie
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Motivaény priklad 2

Inym prikladom méze byt algoritmus, ktory rozpoznava v texte klucové slova -
napriklad retazec int. Jeho model pomocou kone¢ného automatu by mohol
vyzerat nasledovne:
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Automaty a zlozZitost

Konecné automaty a najma Turingové stroje poskytuju odpovede na 2 délezité
otazky:
e Co vobec poditace dokazu (a nedokazu) - s tym savisi tzv. rozhodnutefnost
(decidability) - tato problematika bude odprednasana v ramci tohto predmetu.

e Co dokazu poéitade robit efektivne - s tym stvisi tzv. zloZitost algoritmov
(complexity) - tato problematika bude odprednasana v ramci predmetu
Analyza a zlozitost algoritmov.
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Formalne dokazy

* Hoci sa to tak mozno na prvy pohfad nezda, tak aj v informatike je dolezité
vediet formalne dokazat svoje tvrdenia, rovnako ddlezito ak ide o automaty,
Turingové stroje, atd'.

* Predpokladam, Ze ste sa s dokazmi stretli ¢i uz na strednych Skolach, alebo aj
na FEI STU v ramci matematickych predmetov.

e Pre Vas, ako buducich bakalarov a (dafam) aj inzinierov, je dblezité vediet sa
vyjadrovat’ na drovni, odborne (t.j. formalne); vediet formulovat svoje
myslienky jasne a precizne a taktiez svoje tvrdenia aj vediet dokazat.
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Formalne dokazy

Existuje oblast teoretickej informatiky, tzv. formalne metddy, ktora sa o.i.
zaoberda tym, ze je Clovek schopny formalne dokazat korektnost svojho
algoritmu.

To my robit nebudeme, avSak pocCas tohto predmetu budeme ¢asto
potrebovat dokazat' nejaké vety / tvrdenia o automatoch, preto je dobré, aby
sme si pripomenuli zakladné typy ddkazov réznych tvrdeni.

Casto budeme pouzivat tzv. ddkaz indukciou, ktory ma svoju silni oporu v
programovani v cykloch a rekurziach.

Zopakujme si teraz tie Casti dokazov, ktoré budeme na tomto predmete
potrebovat'.
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Formalne dokazy
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Deduktivne dékazy (priamy dbkaz)

Priamy dbkaz pozostava z postupnosti Usudkov, ktoré smeruju od
pociato€ného tvrdenia (hypotézy, predpokladu) k zaveru.

Kazdy krok v dokaze musi byt korektny a musi byt zaloZzeny na platnych
tvrdeniach, axiomach, danych faktoch, na uz skér dokazanych tvrdeniach
alebo ich kombinaciach.

Predpoklady mdzu byt pravdivé / nepravdivé, podla hodnét svojich
parametrov. Casto pozostavajl z viacerych nezavislych tvrdeni spojenych
logickou spojkou A (a zaroven).

Ak z hypotézy H dokazeme zaver C, potom dokazeme tvrdenie (implikaciu)
"Ak plati H, tak potom plati C".
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Priklad

Dokazeme, Ze plati veta: Ak x > 4, potom 2¥ > x2.

e Veta ma tvar implikacie, v ktorej predpokladom (hypotézou) je, ze x > 4 a
zaverom je, Ze v takom pripade 2 > x2.

¢ Vidime, Ze aj hypotéza, aj zaver, su tvrdenia, ktoré mézu / nemusia byt
pravdivé (podfa toho, aku hodnotu ma x).

e Ak skisime dosadzat za x Gisla, tak vidime, Zepre x =3je2° =8a3° =9
T.j. zaver je nepravdivy - avSak aj predpoklad je nepravdivy.

e Ak dosadime za x = 4, t.j. hypotéza bude pravdiva, dostaneme aj pravdivy
zaver, lebo (2* = 16) > (4% = 16).

* Podobne pre x = 5 plati, ze (2° = 32) > (52 = 25)
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Priklad

e Samozrejme dosadit do tvrdenia par hodnét a overit platnost je z hfadiska
dokazov absolutne nepostacujlice... maximalne ziskame vacsiu istotu
(potencialne faloSnu) v platnost tvrdenia.

¢ Realny dékaz musime vykonat analyticky / pre vSetky hodnoty.
e Uvazujme, €o sa stane, ked bude x rast o 1, t.j. z x urobime x + 1.
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Priklad

e Ak x > 4 a zvysime ho o 1, 2% sa zmeni na 2X*1. Plati, e 2¥*1 = 2« 2% 1.
ak zvySime x o 1, tak hodnota 2% sa zdvojnasobi. Teda pomer po sebe

idtcich 2 hodnét 2~ = 2.
e Zaroven sa x? zmeni na (x + 1)2. Pomer po sebe idlcich 2 hodnét je v tomto
pripade H1°.

* Uvedomme si, ze pre x > 4 je pomer X1 < 2 = 1.25 ateda
Ol < 25— 1.5625.

X2
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Priklad

Teda vidime, Ze pre rastiice x rastie 2 rychlej$ie (viac) nez x2.

Teda ak zaéneme s hodnotou x = 4, kde sa oba vyrazy rovnaju a x bude rast,
tak potom ked'Zze 2* rastie rychlejSie nez x2, tak musi platit, Ze ak x > 4, tak
potom 2% > x2,

Teda sme z hypotézy pomocou postupnosti logickych krokov vyvodili
pozadovany zaver.

Samotny dbkaz nebol Uplne formalne korektny, av§ak mal sluzit na
demonstraciu toho, ako z nejakého tvrdenia m6ézeme dokazat' platnost iného
tvrdenia postupnostou logickych krokov.
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Priklad 2

Dokazme tvrdenie: Ak x je sucet druhych mocnin 4 prirodzenych cisiel,
potom 2X > x?
e |ntuitivne toto tvrdenie plati, pretoze sucet 4 prirodzenych Cisiel je minimalne
4, tj. x > 4.
¢ A v predchadzajucom priklade sme ukazali, Ze plati, ze ak x > 4, tak potom
2X > x2, &o je prave to, &o chceme dokazat v tomto tvrdeni.
e Plati totiz logické pravidlo modus ponens, ktoré hovori, Zze ak plati tvrdenie

"Ak plati H, potom plati C" a zaroven ak H je pravdivé, tak potom mézeme z
toho odvodit, Ze aj C pravdivé.
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Priklad 2

Urobme teraz formalny dékaz, ktory rozdelime na postupnost’ niekofkych
logickych krokov, ktoré dokopy budu tvorit hfadany dékaz.

1. Z hypotézy: x = @ + b® + ¢® + d°.
2. Zhypotézy: a>1,b>1,c>1,d > 1.

3. Z kroku 2 a aritmetickych pravidiel: @> > 1,02 > 1,¢> > 1,d? > 1.
4. Z krokov 1 a 3 a aritmetickych pravidiel: x > 4.
5. Z kroku 4 a vety dokéazanej v predchadzajucom priklade: 2% > x2.

22/112



Formalne dokazy
000000000 @0000000O00O00000000O0O00O000000000O0000000O0O00000000000O00000000000000000000

Tvrdenia v tvare ekvivalencii

Casto potrebujeme dokazat tvrdenia v tvare ekvivalencii, t.j. v tvare A plati
vtedy a len vtedy, ak plati B

V angli¢tine sa nazyvaju aj tvrdenia v tvare "if-and-only-if".

Zvykne sa znaCit A < B.

Takéto tvrdenia sa dokazuju tak, Ze sa musia dokézat 2 implikacie, resp.
nasledovné 2 tvrdenia:

e "If-Cast": Ak plati B, tak plati A, t.j. B= A

® "Only-if-Cast": Ak plati A, tak plati B, t.j. A= B
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Priklad

Dokazte tvrdenie: Nech x je realne ¢islo. Potom [x] = | x| vtedy a len vtedy, ak
x je celé cislo.
¢ Vidime, Ze tvrdenie ma tvar ekvivalencie, t.j. "vtedy-a-len-vtedy". Musime
preto dokazat platnost 2 tvrdeni (obe za predpokladu, ze x je reélne Cislo):
1. Nech [x] = | x]. Potom plati, Ze x je celé Cislo.
2. Nech x je celé &islo. Potom plati, Zze [x] = | x].
e Pozn.: | x| je tzv. floor Cisla x, t.j. zaokrdhlenie nadol, napr. |[3.1] =3,|5| =5
e Pozn.: [x] je tzv. ceil Cisla x, t.j. zaokrUhlenie nahor, napr. [3.1] =4,[5] =5
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Priklad

Dékaz (=) "Nech [x] = | x]. Potom plati, Ze x je celé Cislo."

* Predpokladame, Ze [x]| = | x| a chceme ukazat, Ze v takom pripade je x celé
Cislo.
Z definicie [x] a | x| vidime, ze [x] > x a | x] < x.

Zaroven z predpokladu mame, ze [x]| = [ x].

Teda musi v tomto pripade platit aj Zze [x] < x.

Ked'Ze v tomto pripade plati, ze [x] < x a z&roven [x]| > x, tak podla
matematickych pravidiel logicky [x] = x.
A kedze [x] je vzdy celé Cislo, tak aj x je tym padom celé Cislo.

Dokazali sme teda, Ze ak plati, Ze [x] = | x|, tak potom je x celé Cislo.
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Priklad

Dékaz («) "Nech x je celé Cislo. Potom [x] = | x].
¢ Predpokladame, Ze x je celé Cislo a chceme ukazat, Zze v tomto pripade [x]| =
[x].
e Z definicie operdcii [x], resp. | x| vyplyva, Zze ak x je celé Cislo, tak potom
x = [x], resp. x = | x].
* Ateda, ak x je celé Cislo, tak v tom pripade | x| = [x].
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Priklad

¢ Dokazali sme teda, Ze za predpokladu, Ze x je realne Cislo suc¢asne platia 2
tvrdenia:
1. Nech [x] = | x|. Potom plati, Ze x je celé Cislo.

s v

2. Nech x je celé Cislo. Potom plati, Ze [x] = | x].
¢ Tym sme teda dokazali, Ze plati tvrdenie:

¢ Nech x je realne ¢islo. Potom [x]| = | x| vtedy a len vtedy, ak x je celé
cislo.
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Priklad 2

Plati, ze o 2 celych Cislach a, b hovorime, ze su kongruentné modulo n, t.j.
(a=b) mod n, ak plati, ze n| a— b.

Dokazte vetu: (a = b) mod n vtedy a len vtedy, ak zvySky a a b po deleni n st
rovnaké.
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Ddkaz Casti <: Ak zvySky a aj b po deleni n st rovnakeé, tak (a = b) mod n.
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Priklad 2

gn+r,gi€Z,0<r<n

o)
1. a=

2. b=@n+r,go€Z,0<r<n
3.
4
5
6

a-b=gn—qn+r—r

.a-b=(q —q)n+0
. Toznamen@, ze n| (a— b)
. Ateda, Ze (a= b) mod n
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Priklad 2

Dékaz Casti =: Ak (a = b) mod n, tak potom zvySky po deleni a a b Cislom n su
rovnakeé.

1. (@a=b)modn=a—-b=knkeZ

2.a=qh+n,1 €Z,0<r<n

b=qgn+rngcZ0<rn<n

a-b=kn=qin+r—qgn-—~n

nNk—qi+q)=rn-r

Ztoho vyplyva,zen|ri—ry
Kedzeale0<rp<nalO<rn<ntakpotomri—rn=0atedar = r.

N o o bk~
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Dokazy o mnozinach

¢ Na tomto predmete budeme velmi ¢asto potrebovat dokazat, Zze nejaké 2
mnoziny, povedzme E a F, skonstruované réznymi spésobmi, predstavuju tu
istu mnozinu ("su rovnaké"), t.j. E = F.

* PresnejSie, kazdy prvok mnoziny E, je zaroven prvkom mnoziny F a siuc¢asne
kazdy prvok mnoziny F je zaroven prvkom mnoziny E.

¢ Inymi slovami, x € E vtedy a len vtedy, ak x € F.
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Dokazy o mnozinach

e Doékaz rovnosti 2 mnozin E a F bude preto vzdy pozostavat z 2 ¢asti:

1. Dbkaz, Ze plati, ze ak x je prvkom E, tak potom x je prvkom F
2. Dokaz, ze plati, ze ak x je prvkom F, tak potom x je prvkom E
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Priklad

Dokazte, ze pre 3 mnoziny R, S, T plati: RU(SNT)=(RUS)N(RUT).
e Dobkaz bude pozostavat teda z 2 Casti:
1. Dbkaz, ze plati, ze ak x je prvkom RU (SN T), tak potom x je prvkom
(RUS)N(RUT)
2. Dobkaz, ze plati, ze ak x je prvkom (RU S)n (R U T), tak potom x je prvkom
RU(SNT)

33/112



Formalne dokazy
0000000000000 0O00O0O00Oe000000000000000000O0000000O0O0000000000000000000000O000000000

Priklad

Dékaz (1.) Ze ak x je prvkom RU (SN T), tak potom x je prvkom
(RUS)N(RUT).
1. Zhypotézy: x e RU(SNT)
Z kroku 1 a definicie zjednotenia: x € Ralebox e SN T.
Z kroku 2 a definicie prieniku: x € R alebo x je voboch S aj T.
Z kroku 3 a definicie zjednotenia: x € RU S.
Z kroku 3 a definicie zjednotenia: x e RU T.
Z krokov 4,5 a definicie prieniku: x € (RUS)N(RUT).

o o kWD
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Priklad

Dékaz (2.) Ze ak x je prvkom (RU S)n (R U T), tak potom x je prvkom
RU(SNT)

Z hypotézy: x e (RUS)N(RUT).

Z kroku 1 a definicie prieniku: x € RU S.

Z kroku 1 a definicie prieniku: x € RU T.

Z krokov 2,3 a Uvahy o zjednoteni: x € R alebo x je voboch Saj T.
Z kroku 4 a definicie prieniku: x € Ralebo x € SN T.

Z kroku 5 a definicie zjednotenia: x € RU (SN T).

2 o
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Priklad

¢ Dokazali sme teda, ze suCasne platia tieto 2 tvrdenia:
1. ak x je prvkom RU (SN T), tak potom x je prvkom (RUS)N(RUT)
2. ak x je prvkom (RU S)n (RU T), tak potom x je prvkom RU (SN T)
e Z toho logicky vyplyva, Ze obe mnoziny su totozné a teda
RU(SNT)=(RUS)N(RUT).
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Priklad 2

Dokazte, ze pre 2 mnoziny A, B plati: AU (B\ A)=AUB
e Dobkaz bude pozostavat teda z 2 Casti:
1. Dbkaz, ze plati, ze ak x je prvkom AU (B\ A), tak potom x je prvkom AU B
2. Dokaz, ze plati, ze ak x je prvkom AU B, tak potom x je prvkom AU (B \ A)
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Priklad 2

Dékaz (1.), Zze ak x je prvkom AU (B A), tak potom x je prvkom AU B
1. Z hypotézy: x € AU (B\ A)
2. Z kroku 1 a definicie zjednotenia: x € Aalebo x € B\ A
3. Z kroku 2 a definicie rozdielu mnozin x € A alebo x € B
4. Z kroku 3 a definicie zjednotenia mnozin x € AU B.
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Priklad 2

az (2.), ze ak x je prvkom AU B, tak potom x je prvkom AU (B )\ A)
Z hypotézy: x ¢ AUB

Z kroku 1 a definicie zjednotenia: x € Aalebo x € B

Z kroku 2: ak x € A, tak potom aj x € AU (B\ A)

Z kroku 2: ak x ¢ A, tak potom x € B, a potom aj x € B\ A, a taktiez,
xeAU(B\ A)
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Priklad 2

e Dokdazali sme teda, Ze sucasne platia tieto 2 tvrdenia:
1. Dbkaz, Ze plati, ze ak x je prvkom AU (B \ A), tak potom x je prvkom AU B
2. Dékaz, ze plati, ze ak x je prvkom AU B, tak potom x je prvkom AU (B \ A)

¢ Z toho logicky vyplyva, Ze obe mnoziny su totozné ateda AU (B\ A) = AUB.
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Nepriamy dbkaz (dékaz obmenou)

e Ak chceme dokazat platnost tvrdenia "Ak plati tvrdenie H, tak potom plati
tvrdenie C" (skratene H = C, tak niekedy je jednoduchS$ie dokazat obmenu
danej implikacie, t.j.

¢ Ak neplati tvrdenie C, potom neplati tvrdenie H, t.j. -C = —H.

¢ Plati totizto, ze implikacie H = C a -C = —H maju rovnaké pravdivostné
hodnoty (inymi slovami, su to ekvivalentné tvrdenia).
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Nepriamy dokaz

e Pre ilustraciu, obmenou tvrdenia Ak x > 4, tak potom 2* > x? je tvrdenie Ak
2X < x2, tak potom x < 4.

e Dbkaz obmenou mbéze byt uzitoény pri dékazoch rovnosti mnozin E a F,
ked'Ze tvrdenie E = F je mozné dokazovat tak, Ze namiesto dékazu tvrdenia

"Ak x € E tak potom x € F a zaroven ak x € F tak potom x € E"
® je mozné dokazovat tvrdenie
"Ak x € E tak potom x € F a zaroven ak x ¢ E tak potom x ¢ F"
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Nepriamy dokaz - Priklad

Dokazte tvrdenie: Nech n je celé &islo. Ak 3 deli n?, potom 3 deli n. (formalne
3|m=3|n).

¢ Toto tvrdenie dokazeme nepriamo, t.j. dokdzeme obmenu tohto vyroku.

e Obmena vyroku je: 31 n =31 n?, t. ak 3 nedeli n, potom 3 nedeli .

e Tuto obmenu dokazeme priamo.
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Nepriamy dokaz - Priklad

Dokazujeme tvrdenie, Ze ak 3 nedeli n, potom 3 nedeli r?. Predpoklad "3 nedeli
n" znamena, ze Cislo n po deleni ¢islom 3 dava zvy$ok 1 alebo 2. Tieto 2 pripady
vySetrime samostatne:

e Ak npo deleni 3 dava zvySok 1:
n=3q+1=mP=B8g+1)2°=n"=99°+6g+1=3(8¢°+29)+1=n
po deleni 3 dava tiez zvySok 1.

¢ Ak npo deleni 3 dava zvySok 2:
n=39+2=m=(39+2°=n=9¢°+12g+4=9¢° + 129 +3+1 =
3(3¢° +4g+ 1) + 1 = n? po deleni 3 dava zvy$ok 1.
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Nepriamy dokaz - Priklad

¢ Vidime teda, ze v pripade, ze ak 3 nedeli n, o znamena, ze n po deleni 3
dava zvy$ok 1 alebo 2, tak v oboch pripadoch 3 nedeli ani n?.

* Priamo sme teda dokazali tvrdenie, ze 31 n = 31 n°.

e Ked'Ze plati toto tvrdenie, plati teda aj jeho obmena, ktoru sme tym padom
dokazali, t.j. ze plati 3 | "* = 3 | n.
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Dokaz sporom

Ak chceme dokazat nejaké tvrdenie S pomocou tzv. dékazu sporom,
postupujeme nasledovne:

¢ Nas predpoklad bude, Ze plati negacia daného tvrdenia, t.j. Zze plati —S.

e Nasledne z tejto negacie zaneme odvadzat logické désledky, az narazime
na tvrdenie, o ktorom vieme s istotou povedat, ze urcite neplati, t.j. =S =
FALSE.

¢ Napriklad je v rozpore s nejakym skor dokdzanym tvrdenim, alebo s nejakou
axiémou, Ci predpokladmi dokazovaného tvrdenia.

e Kedze sme pomocou korektného usudzovania dospeli k nieComu, ¢o nemdze
byt pravda, znamena to, ze pravdou nemohol byt uz nas predpoklad!

¢ Preto musi byt pravdou opak nasho predpokladu - t.j. =(=S) = S, t.j.
pbvodné tvrdenie S.
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Dokaz sporom - Priklad

Sporom dokazeme, Ze plati, ze v/3 je iracionélne &islo.

e Predpokladame, Ze plati negécia, t.j. ze /3 je racionélne &islo.

e To znamen4, ze V3 = g, kde p, g su celé Cislaa GCD(p,q) =1 (su
nesudelitelné).

*V3=£=3=5

e Podla uz dokazanej vety: 3 | p = p = 3Kk, k je celé Cislo.

e Dosadime do p? = 3¢° za p = 3k:
(8k)?’=3¢° = 9k*=3¢g°=>3k>=q¢°=3|¢°> = 3| q.

e Dostali sme teda, Ze v tomto pripade musi platit, ze 3 | p a sucasne 3 | g

2

= p?=3¢°>=3| %
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Dokaz sporom - Priklad

» Nas predpoklad bol, Ze v/3 = g, kde p, g su nesudelitelné.

e Avsak zistili sme, Zze 3 | p a suc€asne 3 | g. To by znamenalo, Ze st obe
delitefné 3.

e To je v SPORE s tym, Ze su nesudelitelné!

e Postupnostou logicky korektnych usudkov sme dostali logickd nepravdu. To
znamena, ze pdvodny predpoklad musel byt nespravny, a teda musi platit
negacia predpokladu, Cize tvrdenie, ze

¢ /3 je iracionalne &islo.
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Dokaz sporom

Ak chceme dokazat tvrdenie v tvare implikacie, t.j. H = C pomocou dbkazu
sporom:
e Nas predpoklad bude, Ze plati negacia daného tvrdenia, t.j. ze plati H A -C
(lebo je to negécia implikacie H = C).
¢ Nasledne z tejto negacie zatneme odvadzat' logické désledky, az narazime
na tvrdenie, o ktorom vieme s istotou povedat, Ze urcite neplati.
¢ Napriklad je v rozpore s nejakym skor dokdzanym tvrdenim, alebo s nejakou
axiémou, Ci predpokladmi dokazovaného tvrdenia.
e Kedze sme pomocou korektného usudzovania dospeli k nieComu, ¢o nemdze
byt pravda, znamena to, ze pravdou nemohol byt uz nas predpoklad!
¢ Preto musi byt pravdou opak nasho predpokladu - t.j. =(H A —=C), Cize
implikacia H = C.
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Dokaz sporom - Priklad

Chceme dokazat tvrdenie: Nech S je kone€ha podmnozina nekonecnej
mnoziny U. Nech T je doplnok mnoziny S vzhFadom na mnozinu U. Potom T
je nekone¢na mnozina.

* Dokazované tvrdenie ma tvar implikacie H = C.

e Hypotéza H tohto tvrdenia je: U je nekone¢na mnozina, S je kone¢na
podmnozina U, T je doplnok mnoziny S vzhfadom na mnozinu U.

e Zaver C tohto tvrdenia je: T je nekone¢na mnozina.

e Dbkaz sporom vykoname tak, ze predpokladame negaciu implikacie H = C,
t.j. tvrdenie H A —C, Cize:

¢ S je konecna podmnozina nekone¢nej mnoziny U. T je doplnok mnoziny
S vzhladom na mnozinu U a zaroven T je konecna mnozina.
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Dokaz sporom - Priklad

Z predpokladu vyplyva, Ze:

KedzZe S je koneCna mnozina, tak |S| = n, kde n je nejaké celé Cislo.
KedzZe T je konecna mnozina, tak | T| = m, kde m je nejaké celé Cislo.
Ked'ze T je doplnok mnoziny S vzhfadom na mnozinu U, tak z definicie
doplnku mnoziny vyplyva,ze SN T=0aSUT = U.

Z toho vyplyva, Zze |U| = n+ m.

Avsak v predpoklade je zaroven, ze U je nekone€na mnozina, t.j. pocCet jej
prvkov neméze byt vyjadritelny ako n+ m.

Tym sme dostali spor a musi teda platit negéacia predpokladu, Cize pbdvodné
tvrdenie v tvare H = C.
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Doékazy - vyvratenie tvrdenia

e Vyvratit platnost nejakého vyroku / tvrdenia / vety je ¢asto lahSie, nez ho
dokazat.

¢ Na vyvratenie platnosti nejakej vety staci najst 1 priklad, v ktorom dana veta
neplati (tzv. kontrapriklad).
e Podobne, ak tvrdime, Ze nas program funguje korektne, tak ak sa v nom

nachadza bug, resp. nefunguje korektne pre nejaké vstupy, tak sotva méze
byt pravdou, Ze program funguje korektne.
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Priklad

Tvrdenie: VSetky prvocisla su neparne.

¢ Aby sme toto tvrdenie dokazali, potrebovali by sme ukazat nejakym
spésobom, ze naozaj vSetky prvocisla, t.j. {2,3,5,7,11,13,...} st neparne.
¢ Na vyvratenie tohto tvrdenia nam staci najst jedno parne prvocislo.

e Cize hned prvé prvodislo 2 toto tvrdenie vyvracia, ked'ze 2 je sice prvoéislo,
ale parne.

¢ Preto toto tvrdenie neplati.
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Doékazy indukciou

¢ Dbkazy matematickou indukciou su vhodny nastroj, ked je potrebné dokazat
tvrdenie o rekurzivne definovanych objektoch.

e Typické priklady zo strednej Skoly zahffhaju matematické vztahy, avS§ak my ich
budeme pouzivat na dékazy tvrdeni o automatoch, regularnych vyrazoch,
atd’.
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Dbékazy indukciou o celych Cislach

Predpokladajme, Ze je dané nejaké tvrdenie S(n) o prirodzenej premennej n, ktoré
je potrebné dokazat. Dékaz indukciou ma 2 kroky:

e Zakladny krok kde ukazeme, ze S(i) plati pre konkrétnu hodnotu i. To sa robi
pre najmensie vhodné i - Standardne i = 0,/ = 1, pripadne podfa potreby.

* Indukcny krok kde predpokladame, ze n > i a ukazeme, ze plati tvrdenie "Ak
plati S(n), tak plati S(n+ 1). Inymi slovami, predpokladame, Ze plati tvrdenie
S(n) a ukazeme, Ze z toho vyplyva, Ze plati tvrdenie S(n+ 1). Predpoklad, Zze
plati S(n) nazyvame aj indukény predpoklad.
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Priklad

Dokazte: Pre Vn > 0,n € Z plati, Zze 3 | n(n+ 1)(n+ 2).

Toto tvrdenie sa da dokazat aj tym, Ze si uvedomime, Ze je to sucin 3 po sebe
iducich Cisiel a v nich sa urcite nachadza prave jedno delitelné 3. My vSak
ukazeme aj dokaz matematickou indukciou.
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V zakladnom kroku vezmeme n = 0, t.j. overime, €i 3 | 0(0 + 1)(0 + 2), teda Ci
3]0.

Ked'Ze urcite ano, vyslovime indukény predpoklad, ze plati, ze

3| n(n+1)(n+2).

A chceme dokazat, Ze plati, ze 3 | (n+ 1)((n+ 1)+ 1)((n+ 1) +2).

Teda i3 | (n+1)(n+2)(n+ 3)
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Zistujeme, Ci 3| (n+1)(n+2)(n+3)

To je to isté, ako otdzka, Ci 3 | (n+1)(n+2)n+ (n+1)(n+2)3, t.].
roznasobili sme poslednu zatvorku (n + 3)

Z indukéného prepokladu vieme, ze 3 | (n+ 1)(n+2)n

Taktiez plati, ze 3| (n+1)(n+2)3

A kedZe 3 deli oba sCitance, teda (n+ 1)(n+2)n+ (n+ 1)(n+ 2)3, tak deli
aj cely vyraz (n+1)(n+2)(n+ 3).
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¢ Dokazali sme teda, Ze plati, tvrdenie S(0).

¢ TaktieZ sme dokazali, Ze plati implikacia S(n) = S(n+ 1)

¢ Spolu to teda dava dbkaz, ze naozaj pre ¥n > 0 plati tvrdenie S(n). Teda, ze
3| n(n+1)(n+2).

59/112



Formalne dokazy
0000000000000 0O0O0O0O00O000O000O0O0O0O00O000000000O0000000e0000000000000000000000O000000000

Priklad 2

Dokazte: Pre Yvn > 0, n € Z plati, ze

", n(n+1)2n+1)

V zakladnom kroku vezmeme najmensiu vhodnu hodnotu n = 0 (lebo je to
najmensia hodnota, pre ktoru je tvrdenie definované). V takom pripade:

¢ |’ava strana vyrazu ma tvar (Z?:1 i?) &o je rovné 0.

¢ Prava strana vyrazu m4 tvar w ¢o je rovné 0.
e Teda pre n = 0 sa lava strana rovna pravej, Cize v tomto pripade je tvrdenie

pravdivé.
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V indukénom kroku predpokladame, Ze tvrdenie plati pre hodnotu n, t.j. indukény
predpoklad je, ze plati

", n(n+1)2n+1)

a chceme dokéazat, Ze plati pre hodnotu n + 1, t.j. Ze plati rovnost

n+1
o (n+1)((n+1)+1)2(n+1)+1)

Hlavnym trikom je znovu pouzit' v dékaze tejto rovnosti indukény predpoklad.
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Lavu stranu dokazovanej rovnosti, t.j.

n+1

> F
i=1

si rozpiSeme ako
OB +(n+1)
i=1
Ak za (31, i?) dosadime pravu stranu z indukéného predpokladu, dostaneme
vyraz:
n(n+1)(2n+1)
6

2m + 92 +13n+6
+(n+1)= 6
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Pravu stranu dokazovanej rovnosti, t.].

(n+)((n+1)+1)2(n+1)+1)
6

vieme po roznasobeni upravit na

2m + 92 +13n+6
6
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Vidime, ze sa ndm podarilo dokazat, ze naozaj plati rovnost

%IQ: (n+1)((n+1)+ 1)@~ +1) +1)

6

i=1

, ktora predstavuje hodnotu dokazovaného tvrdenia pre n+ 1.

Zaroven sme v jej dokaze vyuzili induk¢ény predpoklad, Ze dokazované
tvrdenie plati pre n.

Teda sme ukazali, Ze plati implikacia S(n) = S(n+1).
NavySe sme Uplne na zacCiatku ukazali, ze plati aj tvrdenie S(0), kde sme
polozili n = 0.
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e Z poslednych dvoch bodov predchadzajuceho slajdu teda vyplyva, Zze dana
rovnost

Z 2_ 1)(2n+1)
6
naozaj plati pre vSetky n > 0, ¢im sme dokazali pozadované tvrdenie.
* PretoZe ak vieme, Ze plati toto tvrdenie pre n = 0, t.j. S(0) a plati implikacia

S(n) = S(n+ 1), tak ich kombin&ciou zistime, ze to plati aj pre S(1). Z neho
S(2). Z neho S(3). Z neho S(4). Atd.

e Casto sato popisuje aj ako efekt padajucich domino kociek :).
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Doékazy indukciou - verzia 2

Menej znamou, ale rovnako ucinnou formou dbkazu indukciou je vSeobecnejsia
verzia, ktora oproti klasickej ponuka 2 "vylepSenia":

1. VACSi pocet zakladnych krokov. T.j. explicitne dokazeme, Ze plati
S(i),S(i+1),...,S(j) pre nejake j > i, t.j. dokaZzeme platnost pre vVacsi pocet
konkrétnych hodnét.

2. Pri dokazovani platnosti S(n + 1) nevyuzivame len predpoklad, ze plati S(n),
ale agj

S(i),S(i+1),...,S(n)

NavySe kroky 1 a 2 m6Zzeme skombinovat a ak dokazeme platnost pre pripady po
S(Jj), tak méZeme predpokladat, Ze n > j namiesto n > |.
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Priklad

Tvrdenie S(n): "Ak n > 8, n € N, potom n sa da napisat ako sucet nejakého poctu
trojok a nejakého poctu patiek." (t.j. n = 3k + 5/, kde k,/ € Zar.

Ako zaklad vezmeme tentokrat 3 najmensie hodnoty n, pre ktoré mé zmysel
tvrdenie uvazovat':

n=8, S(8) je pravdivé, lebo 8 =3 +5

n=29, §(9) je pravdivé, lebo9=3+3 +3

n=10, S(10) je pravdivé, lebo 10 =5+5
Tj. i =8,j =10 podfa popisu zo slajdu 66.
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Priklad

V indukénom kroku teraz budeme predpokladat, Ze n > 10 a ze platia vSetky:

a budeme dokazovat, ze plati S(n+1).

Uvedomme si, ze Cislo n+ 1 =3+ (n—2). T,j. ak je S(n — 2) pravdivé, tak potom
aj S(n+ 1) je pravdivé. Ak by sa Cislo n — 2 dalo vyjadrit ako sucet trojok a patiek,
tak potom musi platit, ze n — 2 = 3a + 5b. Potom vSak
n+1=3+3a+5b=23(a+ 1)+ 5b, teda aj S(n+ 1) je pravdive.
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Priklad

V8imnite si, ako teraz zafunguje indukcia pre 3 zakladné pripady:
e KedZe sme dokéazali, Ze plati S(8), tak potom bude platit aj S(11).
e KedZe sme dokézali, Zze plati S(9), tak potom bude platit aj S(12).

e KedZe sme dokazali, Zze plati S(10), tak potom bude platit aj S(13).

A teraz ako z uz novo dokazanych pripadov ideme d'alej...

e KedZe sme dokazali, Zze plati S(11), tak potom bude platit aj S(14).
e KedZe sme dokazali, Ze plati S(12), tak potom bude platit aj S(15).
e Ked'Ze sme dokazali, Ze plati S(13), tak potom bude platit aj S(16).

a tak d'alej...
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Priklad 2

Ind ukazka toho, kedy je takato indukcia U¢inna je ddkaz nasledovného tvrdenia
S(n) : Kazdé prirodzené Cislo n > 2 sa d& napisat ako sucin prvocisiel a ich

mocnin.

Ako zaklad mézeme uvazovat v podstate fubovolné Cisla, napr. ak vezmeme
n = 2, tak toto je prvo&islo. n = 3 je tiez prvodislo. n = 4 = 2.
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Priklad 2

Indukénym predpokladom teraz bude, Ze predpokladame, Zze vSetky Cisla od 2 po
n sa daju napisat ako sucin prvocisiel, t.j. Zze S(n) je pravdivé pre S(i),2 <i < n.

A tento predpoklad vyuZijeme pri dokaze tvrdenia pre S(n+ 1).
e Ak n+ 1 je prvoCislo, tak potom je S(n+ 1) urcite pravdivé.

e Ak n+ 1 je zlozené Cislo, tak potom ma urcite delitel p,1 < p < n+ 1, t,j.
n+1=pN

e Kedze N < n+ 1, podfa indukéného predpokladu N ma rozklad na sucin
prvocisiel, teda aj n + 1 ma rozklad na sucin prvocisiel.
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Strukturalne indukcie

Tento typ dékazu je velmi dblezity, pretoZze ho na TZI budeme ¢asto pouzivat'!
V informatike celkovo je vela réznych konstrukcii definovanych rekurzivne.

Rekurzivna definicia je taka, ktora sa da rozdelit na zakladnu ¢ast, v ktorej su
definované elementérne Struktdry,

a na indukénu Cast, v ktorej su definované komplexnejSie Struktiry pomocou
uz predtym definovanych Struktar.

Prave pri dokaze réznych vlastnosti rekurzivne definovanych pojmov sa
potom vyuziva dékaz Strukturalnou indukciou.

72/112



Formalne dokazy
0000000000000 0O0O0O0O00O000O000O00O0O00O000000000O00000000O000000000000e000000000000000000

Priklad rekurzivnej definicie

Definujme strom, pozostavajuci z vrcholov a hran.

Zakladna ¢ast’: Jeden samostatny vrchol predstavuje strom, ktory nema
hrany. Tento vrchol je zaroven korefiom stromu.

Indukéna ¢ast’: Ak Ty, Ty, ..., Ty su stromy, potom novy strom vznikne
nasledovne:

1. Uvazujme novy vrchol N, ktory bude korefiom stromu.
2. Pridame képie jednotlivych stromov Ty, To, ..., T
3. Pridame hrany z vrcholu N do korefiov jednotlivych stromov T, To, ..., T.
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Priklad rekurzivnej definicie

Definujme vyrazy, ktoré pouzivaju zatvorky, operatory -+, x a ako operandy mézu
pouzivat Cisla a premenné.

Zakladna ¢ast’: Kazdé Cislo alebo pismeno (t.j. premenna) je vyraz
Indukéna éast’: Ak E a F su vyrazy, potom aj E + F, E x F a (E) su vyrazy.
Priklady takychto vyrazov su: 2,(2),2 + 3,(2 + 3), (2 + 3) x 4, atd'.
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Dokaz strukturalnou indukciou

Ak mame nejaku rekurzivne definovanu Struktdru X a chceme dokézat nejaké
tvrdenie S(X) o nej, mézeme postupovat nasledovne:

Zakladny krok: Dok&zeme platnost’ S(X) pre zakladné Struktdry X.
(Struktiry zo zakladnej ¢asti definicie)
Indukény krok: Ak je v indukénej Casti definovana Struktara X rekurzivne

pomocou Struktar Yi, Yo, ..., Y, tak v tomto kroku predpokladame, Ze tvrdenia
S(Y1),S(Y2), ..., S(Yk) su pravdivé a dokazujeme, Ze plati S(X).
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Dokaz strukturalnou indukciou - Priklad

Uvazujme strom podfa spominanej rekurzivnej definicie. Nech tvrdenie S(T) je,
ze kazdy takto definovany strom T ma o 1 hranu menej nez vrcholov. Formalne:
Ak T je strom, potom T ma nvrcholov a e hran, kde n=e + 1

76/112



Formalne dokazy
0000000000000 0O0O0O0O00O000O0O00O0O0O0O00O000000O000O00O00000O00000000000000000e00000000000000

Dokaz sStrukturalnou indukciou - Priklad

e Zakladny krok: Zakladna Struktara definicie stromu je 1 vrchol. V takom
pripade je n =1 a e = 0, takze vztah n = e + 1 plati.

¢ Indukény krok: Nech T je strom vytvoreny podfa rekurzivnej definicie zo
stromov T; a korena N. Ak predpokladame, ze S(T;) plati pre jednotlivé
stromy Ty, Ty, ... Ty, tak potom v kazdom strome plati nj = ¢; + 1,1 < i < k.

Vrcholov v strome T je spolu 1+ ny + no + ... + ng

Hran v strome T je spolu k + ey + e + ... + ek

Ak v pocte vrcholov dosadime za kazdé n; = e; + 1, dostaneme
1+e1+1+e+1.ex+1=1+k+e+ex+..6e

Tento vyraz je o 1 vacSinez k + ey + €2 + ...ex, t.j. strom T ma pocet vrcholov
o 1 vacsi nez hran.
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Dokaz strukturalnou indukciou - Priklad 2

Uvazujme vyrazy definované podfa spominanej rekurzivnej definicie. Nech
tvrdenie S(X) je, ze kazdy takto definovany vyraz X mé rovnaky pocet favych a
pravych zatvoriek.

Zakladny krok: V definicii sa uvadza, ze zakladné prvky vyrazu su Cisla a
pismena (premenné). Tvrdenie S(X) pre tieto prvky je urCite pravdivé,
pretoze ak uvazujeme len Cislo alebo pismeno, tak v niom je pocet favych a
pravych zatvoriek zhodne nulovy.
Indukény krok: V rekurzivnej Casti definicie su 3 pripady vytvorenia vyrazu z
existujucich vyrazov E a F:

1. E4+ F

2. ExF

3. (E)
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Dokaz strukturalnou indukciou - Priklad 2

Dalej predpokladajme, e S(E) a S(F) st pravdivé, t.j. E a F su vyrazy, ktoré
maju rovnaky pocet favych a pravych zatvoriek. Nech tento pocet je n pre vyraz E
a mpre vyraz F. Musime ukazat, ze ak pre E + F, E x F, (E) ostane pocCet lavych
a pravych zatvoriek rovnaky.

1. Ak je vyraz v tvare E + F, tak potom ma n+ mfavych a n+ m pravych
zatvoriek. Takze S(E + F) plati.

2. Ak je vyraz v tvare E x F, tak potom ma n+ mfavych a n+ m pravych
zatvoriek. Takze S(E « F) plati.

3. Ak je vyraz v tvare (E), tak potom ma n+ 1 favych a n+ 1 pravych zatvoriek.
Takze S((E)) plati.

Celkovo teda mézeme konstatovat, Ze tvrdenie S(X) plati pre takto rekurzivne
definované vyrazy.
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Vz4jomna indukcia

Niekedy potrebujeme dokazat sicasnu platnost hned' niekolkych tvrdeni
S1(n), Sz(n), ..., Sk(n), indukciou na n.

Takato situacia nastava obzvlast pri Studiu kone¢nych automatov :).

Ak chceme dokazat, Ze sucCasne plati viacero tvrdeni S;(n), Sz(n), ..., Sk(n),
znamena to, Ze chceme vlastne dokazat 1 zloZzeny vyrok

Si(n) A Sa(n) A ... A Sk(n)

Dokazujeme to tak, Ze samostatne dokaZzeme platnost’ jednotlivych vyrokov
Si(n), potom Sy(n), atd’., pomocou klasickej indukcie.
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Vz4jomna indukcia - priklad
Uvazujme konec€ny automat, ktory sme spominali na slajde ¢. 11 modelujuci
vypinac.
Stlacenie

start @ @

stlacenie

Aby sme formalne dokazali, Ze funguje korektne, musime dokazat nasledovné 2
tvrdenia:
1. §1(n): Automat je v stave off po n stlaceniach vtedy a len vtedy, ak n je parne.
2. S(n): Automat je v stave on po n stlaCeniach vtedy a len vtedy, ak n je
neparne.
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Obe Casti S1(n) a So(n) budeme dokazovat matematickou indukciou pre n, t.j. v 2
Castiach - zakladnej a indukCne;.

NavySe, ked’ze obe tvrdenia maju tvar ekvivalencie A < B (t.j. obsahuju logicku
spojku "vtedy a len vtedy"), budeme ich dokazovat "v oboch smeroch", t.j. ako
implikacie B= Aa A= B.
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Zakladna Cast’: ako zaklad zvolime n = 0, t.j. dokazujeme platnost tvrdeni S;(0) a
S-(0).
* (S1,=) Dokazujeme, Ze plati vyrok: "Ak automat je v stave off po 0
stlaceniach, potom 0 je parne.
Predpoklad je spineny, ked’ze automat je naozaj v stave off po 0 stlaceniach
(lebo je na zaciatku a vtedy je v stave off). A dbsledok taktiez, pretoze 0 je
parne Cislo. Teda toto plati.
® (S, <) Dokazujeme, Ze plati vyrok: "Ak O je parne , potom automat je v stave
off po 0 stlaceniach.
Predpoklad je spineny, pretoZze 0 je parne Cislo. A dosledok taktiez, po 0
stlaCeniach bude automat v stave na zaciatku, teda v stave off. Teda aj toto
plati.
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Zakladna Cast': ako z&klad zvolime n = 0, t.j. dokazujeme platnost tvrdeni S;(0) a
S2(0).
® (S,,=) Dokazujeme, Ze plati vyrok: "Ak automat je v stave on po 0
stlaceniach, potom 0 je neparne.

Predpoklad nie je splneny, ked'ze automat nie je stave on po 0 stlaceniach
(lebo na zaciatku je v stave off, nie v stave on). Ak nie je splneny predpoklad
nejakej implikacie, tak potom podla pravidiel implikacie je celkova implikacia
pravdiva, takze dany vyrok plati.

® (S, <) Dokazujeme, Ze plati vyrok: "Ak O je neparne , potom automat je v
stave on po 0 stlaceniach.
Predpoklad znovu nie je splneny, pretoze 0 nie je neparne Cislo. Znovu teda
plati, ze celt implikaciu budeme povazovat za pravdivu a teda aj tento vyrok
plati.
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Dokazali sme teda, Zze vyroky S;(0) a S>(0) su oba pravdivé, ¢im sme dokazali
platnost zakladnej ¢asti matematickej indukcie.

Teraz sa pokusime dokazat platnost indukénej Casti. Ako indukény predpoklad
budeme predpokladat’ platnost vyrokov S;(n) a S>(n) a pokusime sa dokazat
platnost vyrokov Sy(n+ 1) a So(n+1).

85/112



Formalne dokazy
0000000000000 0O0O0O0O00O000O000O00O0O00O000000000O00000000O0000000000000000000000000e00000

Indukena Cast':

* (Si(n+1),=) Dokazujeme, Ze plati vyrok: "Ak automat je v stave off po
n + 1 stlaceniach, potom n+ 1 je parne.
Ak sa automat po n + 1 stlaCeniach nachadza v stave off, tak potom to musi
znamenat, ze v predchadzajucom stave (pred poslednym stlaCenim) sa
nachadzal v stave on. Z indukéného predpokladu vyplyva, Ze sa vSak v
stave on méze nachadzat po n stlaCeniach len vtedy, ak n bolo neparne. Z
toho vSak teda vyplyva, ze n+ 1 musi byt parne. Prislusny vyrok sme
dokazali.
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Indukéna Cast':

* (S1(n+1),«<) Dokazujeme, Ze plati vyrok: "Ak n+ 1 je parne, potom je
automat v stave off po n+ 1 stlaceniach.
Ak n+ 1 je parne Cislo, tak potom n musi byt nepéarne Cislo. Z indukéného
predpokladu vyplyva, Ze n je neparne Cislo vtedy a len vtedy, ak sa automat
po n stlaeniach nachadza v stave on. CiZze po n stlaCeniach vieme, Ze bude
v stave on ak n bolo neparne a po dalSom, n+ 1 stlaéeni sa zo stavu on
dostane do stavu off. Prislusny vyrok sme dokazali.
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Indukena Cast':

* (Sy(n+1),=) Dokazujeme, Ze plati vyrok: "Ak automat je v stave onpo n+ 1
stlaceniach, potom n+ 1 je neparne.
Ak sa automat po n + 1 stlaCeniach nachadza v stave on, tak potom to musi
znamenat, ze v predchadzajucom stave (pred poslednym stlacenim) sa
nachadzal v stave off. Z indukéného predpokladu vyplyva, Ze sa vSak v stave
off mdze nachadzat po n stlaceniach len vtedy, ak n bolo parne. Z toho v§ak
teda vyplyva, Zze n+ 1 musi byt neparne. Prislusny vyrok sme dokazali.
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Indukena Cast':

® (S;(n+1),«<) Dokazujeme, Ze plati vyrok: "Ak n+ 1 je neparne, potom je
automat v stave on po n+ 1 stlaceniach.
Ak n+ 1 je neparne Cislo, tak potom n musi byt parne Cislo. Z indukéného
predpokladu vyplyva, Ze n je parne Cislo vtedy a len vtedy, ak sa automat po
n stlaceniach nachadza v stave off. Cize po n stlaceniach vieme, ze bude v
stave off ak n bolo parne a po dalsom, n + 1 stlaeni sa zo stavu off dostane
do stavu on. Prislusny vyrok sme dokazali.
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Podarilo sa ndm teda dokézat indukciou aj vyrok Si(n), aj vyrok Sy(n) o spravani
sa daného automatu.
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Zhrnutie vzajomnej indukcie

Vzajomnu indukciu teda dokazujeme nasledovne:
e Kazdy vyrok zo sustavy vyrokov dokazeme samostatne indukciou, t.j. ak
zakladnd, aj indukénu Cast'.
e Ak su vyroky v tvare ekvivalencii (vtedy-a-len-vtedy, A < B), potom musime
indukciami dokazat oba smery (t.j. obe implikacie, A< B, A= B)
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Zadefinujme si teraz viacero dolezitych pojmov, s ktorymi budeme poCas semestra
pracovat. Ocakava sa, ze tieto pojmy budete ovladat a rozumiet im!
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Abeceda

Definicia
Abecedou nazyvame konecnu neprazdnu mnozinu symbolov.
¢ Pre oznacenie nejakej abecedy budeme Standardne pouzivat symbol ¥.

¢ Priklady réznych abecied:

1. X ={0,1}, t.j. bindrna abeceda.
2. ¥ ={a,b,c,...,z}, tj. malé pismena anglickej abecedy.
3. Mnozina vSetkych ASCII znakov, pripadne vSetkych tlagitefnych znakov.
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Retazce

Definicia
Ret'azcom, pripadne slovom, vetou nad abecedou X~ nazyvame konecnu
postupnost symbolov z abecedy ¥ .

¢ Priklady réznych retazcov:
1. 11011 je retazec nad binarnou abecedou © = {0, 1}.
2. TZI je refazec nad abecedou velkych pismen.
3. TZI je refazec nad abecedou vSetkych ASCII znakov.
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Prazdny retfazec

Definicia
Prazdnym retazcom nazyvame konecnu postupnost nula symbolov, t.j. retazec,
ktory nie je tvoreny Ziadnymi symbolmi.

e Budeme ho oznacovat symbolom e.

e Prazdny refazec moézeme vzdy uvazovat nad fubovolnou abecedou.
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Prazdny retfazec

Definicia
Prazdnym retazcom nazyvame konecnu postupnost nula symbolov, t.j. retazec,
ktory nie je tvoreny Ziadnymi symbolmi.

e Budeme ho oznacovat symbolom e.

e Prazdny refazec moézeme vzdy uvazovat nad fubovolnou abecedou.
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Dizka retazca

Definicia
Dizkou retazca nazyvame podet pozicii, na ktorych sa vyskytuji symboly v
retazci.

* Niekedy sa dizkou (trochu nespravne) nazyva aj poéet symbolov v retazci.

* Napriklad retazec 01010 obsahuje len 2 rzne symboly (0 a 1), ale az 5
pozicii, na ktorych sa tieto symboly nachadzaju. Preto je jeho dizka 5 (pat).

e Dizku nejakého retazca w nad abecedou ¥ oznadujeme ako |w/|.
* Tj. 01010 = 5.
e Dizka prazdneho retazca je nula, t.j. || = 0.
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Mocnina abecedy

Definicia
Pre k € Zg nazyvame k-tou mocninou abecedy ¥, ozn. Y%, mnozZinu vsetkych
retazcov dizky k nad abecedou ¥. k > 0.

Napriklad:

e Y0 — (¢}, vzdy, bez ohfadu na X.

e Ak X = {0, 1}, tak potom:
1. ¥' ={0,1}
2. ¥2={00,01,10,11}
3. ¥%= {000,001,010,011,100,101,110,111}

* Hoci ¥ a X' vyzeraju "rovnako”, technicky st to 2 rézne mnoziny! ¥ je

abeceda a X' je mnoZina retazcov dizky 1 nad abecedou X!
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Délezité mocniny abecedy

Y * je mnozina vSetkych retazcov nad abecedou .

Napriklad {0, 1}* = {¢,0,1,00,01,10,11,000, ...}
Tj.r=x%uxtusz?uxiu...

> je mnozina vSetkych neprazdnych retazcov nad abecedou ¥, t.].
Yt =3*\{e}, resp. T* = T U {e}.

T X =x'ux?uxiu...

O000000 0000000

Zakladné po
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Zretfazenie

Definicia

Nech x je retazec pozostavajuci z i symbolov, t.j. x = aja»...a;, |x| = i. Nech y je
retazec pozostavajuci z j symbolov, t.j. y = bibs...b;, |y| = j. Potom retazec

Xy = ajap...ajb1bo...b; dizky |xy| = i + j, nazyvame zret'azenim retazcovx a y.

* Pre kazdy retazec w plati we = ew = w, t.j. prazdny retazec je jednotkovym
prvkom vzhfadom na operaciu zretazenia.
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Zrefazenie

Nech x = 01101, y = 110, obanad X = {0,1}. |[x| =5, |y| = 8.
xy =01101110, |xy| = 8.

yx =11001101, |yx| =8

xx =0110101101, |xx| = 10.

yy = 110110, |yy| = 6.
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Jazyky

Definicia
Nech ¥ je abeceda. Nech L je mnoZina retazcov, ktoré su vybrané z mnoZiny **,
tj. L C X*. Potom tuto mnoZinu L nazyvame jazykom nad abecedou ¥_.

e Jazyk L nad abecedou X nemusi obsahovat retazce zo vSetkych symbolov ¥.

e To znamena, ze jazyk L nad abecedou X je zaroven jazykom nad kazdou
abecedou, ktora je nadmnozinou .
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Jazyky

Priklady jazykov

* (Ked to DOST zjednodusime) slovensky jazyk je mnozina platnych
zrozumtielnych slov nad pismenami slovenskej abecedy.

e Uvazujme mnozinu vSetkych platnych programov nad programovacim
jazykom C (platny program = taky, ktory kompilator prelozi do strojového
kodu). Potom aj tato mnozina je jazyk nad abecedou, ktoru tvoria pripustné
symboly v jazyku C (zaroven je tato abeceda podmnozinou ASCII symbolov).

e Tj. mnozina vSetkych skompilovatelnych programov v jazyku C tvori jazyk,
pretoze kazdy skompilovatelny program je v podstate jeden velmi velky
retazec :).
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Jazyky

Priklady jazykov

e Jazyk pozostavajuci zo vSetkych retazcov obsahujucich n-krat symbol 0, za
ktorym ide n-krat symbol 1 pre nejaké celé Cislo n > 0, t.].
{€,01,0011,000111, ...}

® Mnozinu retazcov zo symbolov 0, 1, v ktorych je poCet nul a jednotiek
rovnaky: {¢,01,10,0011,0101,1100,...}.

e Mnozina binarnych retfazcov predstavujucich prvocisla:
{10,11,101,111,1011, ...}

® Y* je jazykom nad X.
* () je jazykom nad lubovolnou abecedou.
e {c} je taktiez jazykom nad fubovolnou abecedou. POZOR! {c} + 0.
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Jazyky

Jazyky budeme ¢asto popisovat nasledovnou notaciou: {w | tvrdenie o w}

1.

{w | w pozostava z rovnakého poCtu 0 a 1}

2. {w | w je binarny zapis prvocisla }
3.
4. {0™M"| n> 1} - podobne ako pri abecedach, mocninny zapis 0” znamena

{w | w je syntakticky korektny C program}

n-krat zopakovany symbol 0 (podobne s inymi symbolmi). T.. toto je jazyk
obsahujuci retazce pozostavajluce z kladného poctu nul, za ktorymi je
rovnaky pocet jednotiek.

{01/ ] 0 < i < j} - jazyk pozostavajuci z nejakého nezéaporného (t.j. pripadne
nulového) poctu nal, za ktorymi ide aspon tolko isto jednotiek.
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Jazyky a problémy

¢ Na tomto predmete budeme Casto riesit problém, i nejaky retazec patri do
nejakého jazyka.

¢ Tento na prvy pohfad umely problém ma d'alekosiahle implikacie v informatike
samotnej, ked'ze v podstate ¢okolvek, Co m6Zzeme nazvat' "problémom" v
informatike, sa da vyjadrit ako problém prislusnosti do nejakého jazyka.

® PresnejSie:
AK X je abeceda a L je jazyk nad abecedou X, potom problém L je:
® Pre dany refazec w € ¥* rozhodnite, ¢i w € L alebo w & L.
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Jazyky a problémy

¢ Napriklad Standardny problém v informatike - testovanie prvocCiselnosti - sa da
vyjadrit' ako jazyk L, vSetkych binarnych postupnosti, ktoré reprezentuju
prvocislo. A nasledne otazka, Ci je nejaké Cislo prvocislo znamena, &i jeho
binarna reprezentacia patri do jazyka L, alebo nie.

* Pre niektoré retazce, ako napr. 0011101 je odpoved jednoducha, ked'ze
platné binarne reprezentécie Cisiel musia zacinat jednotkou.

¢ Vo vSeobecnosti vSak rieSenie takéhoto problému (t.j. odpoved na otazku, Ci
patri/nepatri binarny retazec do L) jednoduché byt nemusi.
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Jazyky a problémy

e Cize pomocou jazykov vieme popisat tzv. rozhodovacie problémy v
informatike - to su tie, pre ktoré o¢akavame odpoved v Style ano / nie.

e Casto véak uvazujeme problémy, ktoré si nevystadia s odpoved'ou ano/nie,
ale pozaduju transforméciu nejakého vstupu na nejaky vystup.

e Typicky priklad méze byt napriklad kompilator, ktorého tlohou nie je len zistit,
Ci je vstup syntakticky v poriadku, ale aj zabezpecit samotny preklad
programu, t.j. vygenerovat vystup kompilacie - sémanticky ekvivalentny kod v
cielovom jazyku.
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Jazyky a problémy

* Rozhodovacie problémy vSak tvoria zéklad teérie zlozitosti algoritmov (viac na
predmete Analyza a zloZitost' algoritmov).

* Pri rozhodovani o ¢asovej zlozitosti problému je odpoved na rozhodovaciu
verziu problému (odpoved v Style &no/nie) dblezita z hfadiska zloZitosti
vypoctovej verzie problému (odpovedou je nejaka konkrétna hodnota).
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Jazyky a problémy

¢ Napriklad, ak Lx je mnoZina vSetkych syntakticky korektnych programov v
programovacom jazyku X, tak ak rieSit problém, Ci je program syntakticky
korektny, je tazka uloha, tak samotny preklad programu do ciefového jazyka
nemoze byt lahsi.

e Kedze ak by bolo tazké rozhodnut, Ci je program syntakticky korektny, ale
zaroven by samotny preklad bol lahky, tak ked'ze poCas prekladov programov
sa robi aj syntakticka analyza, tak potom by stacilo len spustit samotny
preklad a pockat si na (fahké) vygenerovanie vystupu. V takom pripade by
teda program musel byt syntakticky korektny a mame spor s tym, ze
rozhodnut o korektnosti je tazka uloha.

e Cize v tomto pripade by platilo: "Ak testovanie prislugnosti do Ly je tazke,
potom aj kompilacia programov v jazyku X je tazka."
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Zhrnutie

e 7 tejto prednasky su najddlezitejSie nové pojmy ako abeceda, retazce,
zretazenie, jazyk.

¢ Taktiez je dobré mat na pamaéti, ze existuju rézne formy dékazov, ako
priamy/nepriamy dékaz, dékaz sporom, €i dékaz indukciou (Ci uz na Cislach
alebo rekurzivne definovanych Struktirach), ked’ze ich poCas semestra
budeme pouzivat'.
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