Regularne vyrazy
000000000000 0000000O000O0000000000000000000000000000

Prednaska 5 - Regularne vyrazy, ich vztah ku koneCnym
automatom

Ing. Viliam Hromada, PhD.

] C-510
Ustav informatiky a matematiky
FEI STU

viliam.hromada@stuba.sk

20.10.2020



 viliam.hromada@stuba.sk

Regularne vyrazy
©0000000000000000000000000000000000000000000000000

Regularne vyrazy

¢ Na poslednych 3 prednaskach sme si ukazali 3 rézne spdsoby, ako sa daju
popisat rézne jazyky: DKA, NKA, e-NKA

¢ Iny spdsob su tzv. regularne vyrazy.

e Ukazeme si, ze sa jednd len o iny formalny zapis prave tych jazykov, ktoré su
popisatefné pomocou kone¢nych automatov.

e Konecné automaty sa ¢asto oznacuju ako akceptacny / vypoctovy typ
popisu nejakého jazyka, regularne vyrazy su skor algebraicky popis.

e Typicka aplikéacia regularnych vyrazov je pri vyhladavani retazcov spifajdcich
nejaky vzor (typicky v search enginoch, textovych procesoroch, atd’.)
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Opakovanie

Pre pripomenutie:
e Uvazujme nejaku abecedu A, nad ktorou vieme vytvarat rézne retazce.
e Mnozinu vSetkych retfazcov vytvorenych nad abecedou A oznacujeme A*

¢ LubovolPnu mnozinu retfazcov nad nejakou abecedou A nazyvame jazykom
L nad abecedou A, t.j. L C A*.
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Operacie s jazykmi
S jazykmi L, M nad nejakou abecedou vieme vykonavat r6zne operacie. Z
hfadiska regularnych vyrazov su délezité tieto 3:

1. Zjednotenie jazykov L U M - tvori ho mnozina tych retazcov, ktoré patria
alebo do L, alebo do M, alebo do obidvoch.

2. Zretazenie jazykov LM - tvoria ho vSetky retazce, ktoré vznikna zretazenim
retazca z jazyka L s refazcom z jazyka M.

3. lteracia jazyka L (nazyvana aj Kleeneho uzaver), ozn. L* oznacuje mnozinu
vSetkych retazcov, ktoré vzniknu zretazenim fubovolnych kombinacii
retazcov z jazyka L, vratane ich opakovani.
lteracia L* sa da definovat aj pomocou zjednotenia a zretazenia jazyka L ako
L*={s}ULULLULLLULLLLU ...

L* = fj Li
i=0

kde L' je i-ndsobné zretazenie jazyka L.

4/51



Regularne vyrazy
000@0000000000000000000000000000000000000000000000

Operacie s jazykmi - Priklad

Nech abeceda A = {0, 1}. Nech 2 jazyky L = {001,10,111}, M = {¢,001} su nad
abecedou A. Potom:
¢ (zjednotenie) LUM = {001,10,111,¢}.
e (zretazenie) LM = {001,10,111,001001,10001,111001}
e (zretazenie) ML = {001,10,111,001001,00110,001111}
e (zretazenie) MM = {¢,001,001001}
e (iteracia) L* = LU LULPULPU... = {e,
001,10, 111
001001,00110,001111,10001,1010,10111,111001,11110, 111111,
001001001,00100110,001001111,00110001,0011010,00110111,...}
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Definicia regularneho vyrazu

¢ Regularne vyrazy su sp6sob popisu jazykov.

e Kazdy regularny vyraz teda reprezentuje nejaki mnozinu retazcov.

e Nech regularny vyraz je oznaceny E a jazyk, ktory popisuje, je oznaceny
L(E).

® Regularne vyrazy su definované podobne ako algebraické systémy -
pozostavaju z nejakych zakladnych elementov, nad ktorymi s definované
rozne operacie. Uved'me si, aké zakladné elementy a operacie uvazujeme
nad regularnymi vyrazmi.
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Definicia regularneho vyrazu

Zakladné elementy regularneho vyrazu:
1. "Konstanty" ¢ a () sU regularne vyrazy reprezentujuce jazyky {c} a 0. T.j.
Lie)={e}alL®) =0
2. Ak aje symbol abecedy, tak potom regularny vyraz a reprezentuje jazyk {a},
tj. L(a) = {a}.
3. Premennd L popisujuca nejaky jazyk.
Zakladné elementy regularnych vyrazov su teda prazdny jazyk (), prazdny retazec

¢ a symboly abecedy. Z tychto zakladnych elementov vieme vytvarat
komplikovanejSie regularne vyrazy pomocou operatorov a zatvoriek.
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Definicia regularneho vyrazu

Rekurzivne elementy regularneho vyrazu:

1. (operator zjednotenia +) Ak E a F su regularne vyrazy popisujuce jazyky
L(E),L(F), potom E + F je reguléarny vyraz popisujuci jazyk
L(E+ F) = L(E)U L(F), t.j. zjednotenie jazykov L(E) U L(F.)

2. (operator zretazenia) Ak E a F su regularne vyrazy popisujuce jazyky
L(E), L(F), potom EF je regularny vyraz popisujuci jazyk L(EF) = L(E)L(F),
t.j. zretazenie jazykov L(E)L(F).

3. (operétor iteracie *) Ak E je regularny vyraz popisujuci jazyk L(E), potom E*
je regularny vyraz popisujuci iteraciu jazyka L(E), t.j. L(E*) = (L(E))*.

4. (pouzitie zatvoriek) Ak E je regularny vyraz popisujuci jazyk L(E), potom
ozatvorkovany vyraz (E) popisuje ten isty jazyk, t.j. L((E)) = L(E).
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Priklady

Nech abeceda A = {a, b}. Regularne vyrazy popisujuce rézne jazyky nad touto
abecedou (E je regulérny vyraz, L(E) je jazyk, ktory popisuje):

e E=1, L(E)
. ,L(E) = {6}
e F—a, L( {a}

) =
E =a+b,L(E) ={a,b}
E =ab,L(E) = {ab}
E =ba, L(E) = {ba}
E = (ab)+(ba), L(E) = {ab, ba}
E =a*" L(E) = {e, a aa, aaa, aaaa, ...}
E = (a+b)" = {¢,a,b,aa,ab, ba, bb, ...} = A*
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Priklady

Nech abeceda A = {a, b}. Regularne vyrazy popisujuce rézne jazyky nad touto
abecedou (E je regularny vyraz, L(E) je jazyk, ktory popisuje):

E = a(b*), L(E) = {a, ab, abb, abbb, abbbb, ...}

E =c +a(b"), L(E) = {¢, a, ab, abb, abbb, abbbb, ...}

E = a(a+b)*, L(E) su vSetky retazce z pismen a a b zacinajuce a

E = b(a+b)*b, L(E) su vSetky retazce z pismen a a b zatinajlce b a
koncCiace b

E = (ab + ba)*, L(E) su retazce z aa b, v ktoré pozostavaju z opakujucich
sa retazcov ab alebo ba, L(E) = {¢, ab, ba, abab, abba, baab, baba, ...}
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Poradie operatorov

Pri Citani / pisani regularnych vyrazov je dobré poznat, aka je priorita operatorov.
Ak to nie je explicitne zrejmé zo zatvoriek, priorita je nasledovna:

1. Najvy$8iu prioritu ma iteracia *.

2. Mensiu prioritu nez * mé zretazenie.

3. NajmenSiu prioritu mé zjednotenie +.
T.j. napriklad:

® Vyraz 01*+ 1 znamena: (0(1)*)) + 1, Cize jazyk {1,0,01,011,0111,...}
Vyraz 0(1*+1) znamena jazyk {0,01,011,0111,...}
Vyraz (ab + ba)* reprezentuje jazyk {¢, ab, ba, abab, abba, baab, baba, ...}
Vyraz ab + ba* reprezentuje jazyk {ab, b, ba, baa, baaa, ...}
Vyraz ab + (ba)* reprezentuje jazyk {ab, ¢, ba, baba, bababa, ...}
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Ekvivalencia regularnych vyrazov a KA

* Regularne vyrazy teda vieme pouZit na popis jazykov.

* Ako sme spominali posledné tyzdne, na popis jazykov vieme pouzit’ aj
kone¢né automaty.

e D4 sa ukazat, ze regularne vyrazy popisuju prave tie jazyky, ktoré su
popisatefné kone¢nymi automatmi.

¢ Teda kazdy jazyk popisany regularnym vyrazom sa da akceptovat’ nejakym
kone¢nym automatom.

¢ A kazdy jazyk akceptovany koneCnym automatom sa da popisat nejakym
regularnym vyrazom.
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Konverzia konecného automatu na regularny vyraz

e Existuje niekolko spdsobov, ako sa da popisat jazyk akceptovany koneCnym
automatom pomocou regularneho vyrazu - v knihe Introduction to Automata
Theory su spomenuté dva spdsoby - prvy v kapitole 3.2.1 a druhy v kapitole
3.2.2.

e My si uvedieme spOsob, ktory je zalozeny na elimin&cii stavov kone¢ného
automatu a jedna sa o Upravu postupu z kapitoly 3.2.2.

e Uvazujeme teda, ze mame dany nejaky kone¢ny automat - ked'ze vSetky KA
su si ekvivalentné, staci nam uvazovat len DKA, ktory popiSeme regularnym
vyrazom.

¢ V tomto DKA budeme postupne odstranovat stavy, pricom v§ak budeme
zachovavat jazyk, ktory tento automat akceptuije.
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Uvazujme nasledovnu situéciu:

Start

Je zrejmé, Ze automat akceptuje retazce dané regularnym vyrazom ab(a + b)*.
Chceme odstranit stav 2 (Cerveny), pricom vzniknuty "automat" by vSak stale mal

akceptovat jazyk ab(a+ b)*.
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e Ak odstranime stav 2, musime v automate zachovat moznost prejst zo stavu
1 do stavu 3 precitanim ab zo vstupu.

¢ Rovnako musime zachovat moznost prejst zo stavu 1 do stavu 4 precitanim
aa zo vstupu (t.j. prechodom cez stav 2).

¢ Na tento UCel zaneme uvazovat Specialny prechodovy diagram, v ktorom na
hranach nebudu len symboly vstupnej abecedy, ale celé regularne vyrazy.

e Vyznam v8ak zostane zachovany - aby v prechodovom diagrame ("automate")
existovala moznost prejst zo stavu 1 do stavu 3, musi sa precitat zo vstupu
retazec zodpovedajuci regularnemu vyrazu na hrane z 1 do 3.
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b
Start 1 b @ a,

aa

ab

Vidime, ze na obrazku su teraz na hrane z 1 do 3 a na hrane z 1 do 4 regularne
vyrazy ab, resp. aa, predstavujlce retazce, ktorymi sa pévodny DKA vedel
dostat’ zo stavu 1 do stavu 3, resp. do stavu 4.
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Co keby sme teraz z tohto diagramu odstranili stav 4 ?

Start 1 b @ ab

aa

ab

Ked'Ze z tohto stavu nevychadza d'alej ziadna hrana a tento stav nie je
akceptacny, jeho odstranenim nezmenime jazyk, ktory akceptuje prislusny
prechodovy diagram. Preto ho mbézeme odstranit bez zmeny akceptovaného
jazyka.
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Dostavame teda prechodovy diagram:

Start @ o @ a,b

e Zo stavu 1 do stavu 3 mame hranu ohodnotenu regularnym vyrazom ab.

e V automate su 2 hrany, ktoré maju rovnaky zaciatok a koniec - slucky pre a a
b v stave 3. Tieto 2 sluCky vieme nahradit jednou slu¢kou, ohodnotenou
regularnym vyrazom pre ich zjednotenie, t.j. (a+ b)

Start@ 25 @aer
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Dostavame teda prechodovy diagram

Start@ s @84- b

e Vznikol z pévodného DKA, pritom sme odstrafiovali stavy a dopinali prechody
ohodnotené regularnymi vyrazmi, aby sme nezmenili akceptovany jazyk.

e Z tohto prechodového diagramu je zrejmé, Ze prave tie ret'azce, ktoré vie
akceptovat, su v tvare ab(a+b)*, t.j. zacinaju prefixom ab, za ktorym sa mbze
nachadzat 'ubovolna postupnost a, b, Co je prave jazyk, ktory akceptoval
p6évodny DKA.

e Tym sa nam podarilo popisat jazyk, ktory akceptoval pévodny DKA pomocou
regulérneho vyrazu.
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Konverzia DKA na regularny vyraz

e Zaklad konverzie DKA na regularny vyraz spociva v postupnej eliminacii
stavov automatu, az kym nezostane len pociatoény stav a 1 akceptacny stav.

¢ Nasledne sa tento automat s 2 stavmi popiSe pomocou regularnych vyrazov.
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Odstranenie stavu vo vSeobecnosti

Uvazujme v§eobecnu situaciu, Ze chceme z automatu odstranit’ stav s:
R

im

Odstranenie stavu s

ka + Qk S*F

m
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Popis automatu regularnym vyrazom
Automat, ktory ma 2 stavy: akceptacny a pociatocny, ma vo v§eobecnosti
nasledovny tvar, kde R, S, T, U su regularne vyrazy:

Start

Jazyk, ktory takyto automat akceptuje sa da vzdy popisat regularnym vyrazom:
E=(R+SU'T) SU"

(samozrejme, ak v redlnom priklade S, T neexistuju, tak ich vieme nahradit (.
Navyse v kazdom automate je mozné ako sucast R a U uvazovat ¢)
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Konverzia DKA na regularny vyraz

Celkovy postup je teda nasledovny: Pre dany DKA
e Zjednotime mena symbolov na hranach so spolo¢nym zaciatkom a koncom.

¢ Vytvorime novy akceptacny stav do ktorého vedieme e-prechody z pévodnych
akceptacnych stavov, ktoré zaroven oznacime ako neakceptacné.

e QOdstranime vSetky neakceptacné a nepociatoCné stavy a doplnime hrany
podfa slajdu ¢. 21.

¢ \ysledny automat s 1 poCiatocnym a 1 akceptaénym stavom popiSeme
regularnym vyrazom podra slajdu ¢. 22.
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Priklad

Popiste regularnym vyrazom jazyk kone¢ného automatu:
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Pridame novy akceptaCny stav, z pévodnych akceptacnych stavov qp, > vedieme
don e-prechody a zaroven qq, g- 0znacime ako neakceptacné:
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Odstranime stav gs:
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Odstranime qs:

Start
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Zjednotime vyrazy na hranach, ktoré maju spolo¢ny zaciatok a koniec (v tomto
pripade slucky v qo)

a-+ bb b

Start

28/51



Regularne vyrazy
00000000000000000000000000080000000000000000000000

Odstranime gz:
a+ bb

Start

ba(b*)
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Zjednotime vyrazy na hranach, ktoré maju spolo¢ny zaciatok a koniec (v tomto
pripade hrany z gy do akceptacného stavu)

a-+ bb

Start

€ + bab*
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Dostali sme prechodovy diagram s 1 pociato¢nym stavom a 1 akceptacnym
stavom. Z neho teraz polahky ur€ime akceptovany jazyk:

a-+ bb

Start Q € + bab @

R = (a+bb)*(c + bab*)
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Konverzia regularneho vyrazu na konec¢ny automat

e Kazdy regularny vyraz sa da konvertovat na kone¢ny automat.

e Uloha konverzie regularneho vyrazu na koneény automat ma prakticky
vyznam v programoch, ktorych tlohou je v datach vyhfadavat retazce
zodpovedajuce zadanému regularnemu vyrazu, ked'ze sa skonstruuje
prislusny kone€ny automat, ktory sa nasledne pouzije na vstupné data.
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e Plati, ze kazdy regularny vyraz sa da previest na kone¢ny automat.

e Tvrdenie dokazeme pomocou konstruktivneho dékazu, ktory bude pouzitelny
aj vzdy, ked budeme chciet v praxi dany KA zostrojit’.

e Dobkaz zaroven bude pomocou tzv. Strukturalnej indukcie, ked'Zze vyuzijeme
rekurzivnu definiciu regularnych vyrazov.

e T,j. najprv dokazeme, Ze kazdy elementarny regularny vyraz sa d4 akceptovat
nejakym kone¢nym automatom. Nésledne ukédzeme, ze aj zjednotenie,
zretfazenie a iteracia sa daju akceptovat nejakym koneCnym automatom.
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Dokaz

Nech R je regularny vyraz a L = L(R). Ukdzeme, ze vzdy existuje e-NKA E, taky,
ze L(E) = L = L(R), ktory:

e Ma presne 1 akceptaCny stav.

¢ Do pociatoného stavu nevchadzaju ziadne hrany.

e Z akceptacného stavu ziadne hrany nevychadzaju.
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Dokaz pre elementarne regularne vyrazy
Na obrazku su 3 e-NKA pre zakladné regularne vyrazy: ¢,0),a

0] R

o r=




Regularne vyrazy
00000000000000000000000000000000008000000000000000

Dokaz pre rekurzivne definované regularne vyrazy
Nech R, S su 2 regularne vyrazy. Potom e-NKA pre akceptécie jazykov danych
regularnymi vyrazmi R + S, RS, R* su (v tomto poradi):

4@8 j> Ro%*e—kos@}

RS

»@%»5 :
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Dokaz pre rekurzivne definované regularne vyrazy

4 rekurzivna definicia bola, Ze ak R je regularny vyraz, potom aj (R) je regularny
vyraz. Konecny automat pre jazyk popisany vyrazom (R) je rovnaky, ako automat
pre R.
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Kazda konverzia regularneho vyrazu na kone€ny automat teda prebieha
nasledovne:

1. Postupne sa zostrojuje e-NKA pre zadany regularny vyraz podfa schém zo
slajdov 35,36.

2. Teda najprv sa zostroja e-NKA pre elementarne "regularne podvyrazy"
zadaného vyrazu, na ktoré sa nasledne aplikuju operéacie zjednotenia,
zretazenia a iteracie, kym sa neziska pozadovany vysledok.

3. Vysledny e-NKA sa nasledne méze konvertovat na ekvivalentny DKA pre
praktické pouZzitie.
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Priklad

Zostrojte e-NKA akceptujici jazyk dany regularnym vyrazom:

R = (a+bb)*(c + bab")
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Dany vyraz (a+bb)*(c + bab™) si musime rozdelit na postupné aplikécie
operatorov:
(a+bb)*(s+bab*)

(a+bb)* (s+bab*)

iteracia /
g

zjednotenie bab*

atbb \
/\ zretazenie | zretazenie
zjednotenie bb b a b*

a — o~ iteracia
b zret'azenie b
b
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Zacneme teda s elementarnymi koneénymi automatmi pre ¢, a a b:

Start B
Start 3
Start b
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Automat pre bb, t.j. zretazenie 2 automatov pre b:

42 /51



Regularne vyrazy
00000000000000000000000000000000000000000800000000

Automat pre a + bb, t.j. zjednotenie automatu pre a a automatu pre bb (ktory uz
mame!):

Start
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Automat pre (a+bb)*, t.j. iteracia automatu pre (a+bb):
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Automat pre b*, t.. iteracia automatu pre b:

3
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Automat pre ba, t.j. zrefazenie automatov pre b a a:

920020
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Automat pre bab*, t.j. zretazenie automatov pre ba a b*
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Automat pre (s+ bab*), t.j. zjednotenie ¢ a bab*
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Vysledny automat pre zretazenie automatov pre (a+bb)* a (c+ bab*):

£
oy < b € A g (= € e
< EAO_—joﬁ ¢ ¢ ¢ 0o ON>O~>COQ\C/<8
20— O<<f /Ag\> o——70\ b )@
Y0 —>0—->0— > £ €
€ \9) i)og>0 E-D 071
£ —> >
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Praktické aplikacie regularnych vyrazov

e Typické pouZzitie regularnych vyrazov je, ze sa pomocou nich popisuju vyrazy,
ktoré sa hladaju v texte, pricom sa prevedu na DKA, ktory sa potom na
samotné vyhfadavanie pouZije.

e Typicky sa pouzivaju pri kompil4cii programov - na predchadzajuce;j
prednaske som spominal, Ze sa tam vyuZivaju kone¢né automaty pre
rozpoznavanie kfu¢ovych slov / celoCiselnych konstant, atd’. Tieto konecné
automaty su prave vysledkom konverzie z prisluSnych regularnych vyrazov,
t.j. najprv sa vytvoria regularne vyrazy pre konstanty, identifikatory, kfucové
slova a tie sa nasledne prevedu na KA.

e Casto je jednoduchsie napisat regularny vyraz a ten previest algoritmom na
DKA, nez rovno pisat DKA.
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