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Priklad C. 1

Je dana bezkontextova gramatika Gy = (V, T,P,S), V={S}, T ={a,b}. Sje
pociato¢ny neterminal. Pravidla gramatiky:

1. S— aSb
2. S—¢
Ulohy:
1. Zistite, Ci je jazyk popisany gramatikou prazdny.
2. Zistite, Ci retazce: ab, aabb, aaab, bbaa maju v gramatike odvodenie.
3. Popiste, aky jazyk gramatika generuje.
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Ako zistit, Ci je jazyk generovany gramatikou prazdny:

1. Pre kazdy symbol gramatiky zistime, Ci je tzv. generujuci symbol, t.j. i pre
symbol X plati, ze X =* w, kde w € T*. Inymi slovami, ¢i pre symbol X
gramatiky (symbol je aj terminal, aj netermindl) plati, Zze sa z neho da na
aspon 0 krokov odvodit' nejaky ret'azec terminalov.

2. Ak zistime, Ze pociato¢ny neterminal S je generujici symbol, potom sa z
neho urcite daju odvodit nejaké retazce a jazyk generovany gramatikou
nemoéze byt prazdny.

3. Ak pociato¢ny neterminal S nie je generujuci symbol, potom je jazyk
generovany gramatikou prazdny.
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Ako zistime, ktoré symboly su generujuce:
1. Kazdy terminalny symbol gramatiky je generujici, lebo pre a € T plati a =* a.
2. Ak je v gramatike pravidlo A — o, kde A€ N,a € (VU T)*, t.,j. Aje netermindl
a « je retazec terminalov a neterminalov, a zaroven vieme, ze kazdy symbol
a je generujuci symbol, tak aj A musi byt generujuci symbol.
3. Rovnako, ak je v gramatike pravidlo A — ¢, tak A je tiez generujuci symbol.

4. Postupne teda analyzujeme symboly a pravidla gramatiky, kym nenajdeme
vSetky generujuce symboly.
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V naSej gramatike:
1. S— aSb
2. S—e¢
su generujuce symboly:
1. a, b st generujuce symboly urcite, lebo su to terminaly.
2. Ked'ze v gramatike je pravidlo S — ¢, tak aj S je generujuci symbol.
3. Tym sme vycerpali vSetky symboly - vSetky su generujice.
4. Ked'ze aj pocCiatocny neterminal je generujuci symbol, tak jazyk generovany
gramatikou nie je prazdny.
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Zistite, ¢i ab ma v gramatike odvodenie:

e Hladame odvodenie retfazca ab v gramatike, t.j. zistujeme, &i v gramatike
plati, ¢i S =* ab

¢ Teda, Ci vieme zacat s pocCiatocnym neterminalom S a postupnou aplikaciou
pravidiel z neho odvodit (derivovat) dany retazec.

Ked za¢neme s pociatoénym netermindlom mame 2 moznosti:

1. S = ¢ 1. pouzijeme pravidlo ¢. 2. Dostali sme ¢, z ktorého derivacia nevie
pokraCovat d'alej. Tadialto cesta nevedie...

2. S= aSb, t.j. pouzijeme pravidlo €. 1. Dostali sme retazec aSb, v ktorom

mo6zeme znovu v d'alSom kroku pouzit’ niektoré pravidlo na neterminal S.

2.1 S= aSb = aaShbb, t.j. na neterminal S v aSb sme pouZzili pravidlo &. 1. Tym
dostavame retfazec aaSbb, Cize vo vysledku by boli na zaCiatku aa. Ale nas
refazec nezacina aa, ale len a. Preto toto nie je dobra cesta

2.2 S= aSb = ab, t.j. na neterminal S v aSb sme pouzili pravidlo &. 2. Dostavame
prave ab, Cize nasa uloha je UspeSne ukonéena.
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Zistite, ¢i aabb méa v gramatike odvodenie:
S = aSb = aaSbb = aasbb = aabb

Teda retazec aabb patri do jazyka generovaného gramatikou G;. Toto vieme
popisat aj aabb € L(Gy).
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Zistite, Ci aaab ma v gramatike odvodenie:
1. Vidime, Ze v retazec zacina 3-krat pismenom a.

2. Ked'ze jediné pravidlo, ktoré vie vytvorit' v retfazci pismeno aje S — aSb,
musime toto pravidlo 3-krat pouzit.

3. Avsak, toto pravidlo zaroven 3-krat vyrobi pismeno b, vid':
S = aSb = aaSbb = aaaSbbb

4. V naSom retazci aaab je vSak len 1-krat pismeno b.
5. Preto vidime, ze v danej gramatike sa aaab odvodit neda!
6. Plati teda aaab & L(Gy).
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Zistite, ¢i bbaa ma v gramatike odvodenie:
1. Vidime, ze v retazec zacina 2-krat pismenom b.

2. Ked'Ze jediné pravidlo, ktoré vie vytvorit' v retazci pismeno b je S — aSh,
museli by sme toto pravidlo 2-krat pouzit'.

3. Avsak, toto pravidlo zaroven 3-krat vyrobi pismeno a, ktoré navySe vzdy bude
stat’ pred pismenom b, resp. na zaCiatku odvadzaného refazca, vid':

S = aSb = aaSbb

4. V naSom refazci je v§ak prvy symbol pismeno b
5. Preto vidime, Ze v danej gramatike sa bbaa odvodit neda!
6. Plati teda bbaa ¢ L(Gy).
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Popiste, aky jazyk gramatika generuje:
1. Jazyk generovany gramatikou predstavuju vSetky retazce terminélov, ktoré sa
v nej daju odvodit z pocCiatoCného neterminalu na nejaky pocet krokov, t.].

LG)={w|S="w,we T}

2. Aby sme zistili, aky jazyk gramatika generuje, sa musime zamysliet, aké
vSetky ret'azce sa daju pomocou nej odvodit, resp. aku maju nejaku
spoloc¢nu vlastnost’, ¢o pre ne plati:

Vidime, Ze sa da odvodit prazdny retazec S = «.

Toto pravidlo sa zaroven pouzije vzdy na ukoncenie derivacie.

PretozZe druhé pravidlo S — aSb vzdy sice vyrobi 2 termindly a a b, avSak aj
novy netermindl S, preto toto pravidlo nikdy neméze derivaciu ukoncit..

6. Co sa stane, ak toto pravidlo aplikujeme n-krat?

S = aSb = aaSbb = ... = a"Sb"
7. Ak teraz derivaciu ukonCime pomocou S — ¢, dostaneme:

S = aSb = aaSbb = ... = a"Sb" = a"b"

ok w
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1. Teda vidime, Ze gramatika generuje vSetky retazce obsahujluce rovnaky
pocet a a b, pricom zaroven su v ret'azci najprv vSetky symboly a a
potom vSetky symboly b

2. Tedajazyk L(Gy) = {a"b" | n> 0}.
3. U uvedenom zapise je zachyteny aj fakt, ze ¢ € L(Gy), pretoze a®b° = «.
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Priklad C. 2

Je dané bezkontextova gramatika Go = (V, T, P, S), V = {S,A}, T1 = {a,b}. Sje

pociatoCny netermindl. Pravidla gramatiky:
1. S— aA
2. A= aA
3. A= bA
Ulohy:
1. Zistite, &i je jazyk popisany gramatikou prazdny.

2. Zistite, Ci retazce: ab, aabb, aaab, bbaa maju v gramatike odvodenie.

3. Popiste, aky jazyk gramatika generuje.
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Najprv zistime, Ci je jazyk generovany gramatikou, L(G) prazdny, t.j. Ci L(Gz) = 0.
Generujuce symboly gramatiky su:

1. Terminaly a, b, pretoze a =* a, resp. b =* b.

2. Zatial teda vieme, Ze generujuce symboly su urcite {a, b}.

3. V gramatike nie je pravidlo v tvare S — ¢ alebo A — ¢, teda tymto spdsobom
o S alebo A nevieme povedat, €i su generujlce.

4. Rovnako plati, ze vo vSetkych pravidlach je na pravej strane symbol, o ktorom
nevieme, Ci je generujuci.

5. Preto usudzujeme, ze ani S, ani A nie su generujuce symboly.

6. A ked'ze pociatoény neterminal nie je generujici symbol, plati, Zze jazyk
generovany gramatikou je prazdny, a teda gramatika negeneruje ziadne
retazce.

7. L(Go) =0

13/128



O tom sa viete presvedCit aj tak, ze ak by ste skusali vyrobit derivaciu
fubovolného retfazca w z terminalov:

S=.=w

tak by sa vam to nepodarilo, lebo by vam vzdy zostaval 1 neterminal A. Teda
derivacia sa nikdy neda ukongit'.
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Preto Ulohy, Ci refazce ab, aabb, aaab, bbaa maju v gramatike odvodenie riesit
nemusime, alebo vieme, Ze odvodenie mat hemozu.

Rovnako popis jazyka, ktory gramatika generuje, je velmi jednoducha:
L(Go)=10

teda gramatika G, generuje prazdny jazyk (.
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Priklad ¢C. 3

Je dana bezkontextovéd gramatika G = (V, T,P,S), V={S,A}, T, = {a,b,c}. S

je poCiato¢ny neterminal. Pravidla gramatiky:
1. S— aA
2. A— aA
3. A— bA
4. A—>c
Ulohy:
1. Zistite, Ci je jazyk popisany gramatikou prazdny.

2. Zistite, Ci retazce: abc, abac, aba, babc maju v gramatike odvodenie.

3. Popiste, aky jazyk gramatika generuje.
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Najprv zistime, Ci je jazyk generovany gramatikou, L(Gs) prazdny, t.j. Ci L(Gz) = 0.
Generujuce symboly gramatiky su:

1. Terminaly a, b, ¢, pretoze su to terminaly :).

2. Zatial teda vieme, Ze generujuce symboly su urcite {a, b, c}.

3. V gramatike nie je pravidlo v tvare S — ¢ alebo A — ¢, teda tymto spdsobom
o S alebo A nevieme povedat, i su generujice.

4. Pre neterminal S mame len pravidlo S — aA a o A zatial nevieme, Ci je
generujuci, Cize ani o S nevieme, Ci je generujlci.

5. Pre neterminal A vSak existuje pravidlo A — c¢, teda pravidlo, v ktorom su
vSetky symboly na pravej strane urcite generujuce.

6. Preto usudzujeme, ze aj A je generujiuci symbol, teda generujlce su urcite
{A,a,b,c}.
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PokraCujeme:

1. Ked sa teraz znovu vratime k pravidlu S — aA, na pravej strane uz o oboch
symboloch vieme, ze s generujlce, teda aj neterminal S je generujlci
symbol.

2. Vieme teda, ze generujuce symboly su {S, A, a, b, c}. Ked'Ze su to vSetky
symboly gramatiky, m6Zzeme koncit..

3. Kedze pociatony netermindl S patri medzi generujuce symboly, gramatika
bude urcite vediet generovat’ nejaky retazec, a teda L(G3) # 0.
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Zistite, Ci abc ma v gramatike odvodenie:

1.

no

Na zaciatku mame pre pociato¢ny neterminal len jednu moznost':
S=aA

toto pravidlo vyrobi na zaciatku vysledného retfazca a. Zatial teda ok.
Teraz mame pre neterminal A 3 moznosti, ktoré pravidlo pouzit' (pravidlo €. 2,
3 alebo 4):

S= aA= aaA

S= aA= abA
S=aA= ac

. Prva moZnost je derivacia, ktora eSte nekonci, ale na zaciatku slova vyrobi

predponu aa. Nas retazec vSak nema predponu aa. Preto tento krok je zly!
Tretia moznost je derivacia, ktora zaroven aj skoncila a derivovala retazec ac.
Kedze ac # abc, tato moznost je tiez zl4.

Druha moznost je derivacia, ktora eSte neskoncila, ale vyraba retazec, ktory
zacina predponou ab. Vidime, Ze toto by mohla byt cesta k UspeSnému
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Zistite, Ci abc ma v gramatike odvodenie (pokraCovanie):

1. Zatial sme odvodili retazec:
S =" abA

2. Znovu mame pre neterminal A 3 moznosti, ktoré pravidlo pouzit' (pravidlo ¢.
2, 3 alebo 4):
S =" abA = abaA

S =" abA = abbA
S =" abA = abc

3. Vidime, ze tretia moznost nam dava prave derivaciu retazca abc, teda sme
zistili, ze dany retazec ma v gramatike nasledovné odvodenie

S = gA= abA = abc

4. Ateda plati, ze abc € L(Gj3).
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Zistite, ¢i abac ma v gramatike odvodenie: Toto je len variacia predchadzajlceho
vypoctu, plati, Ze ano, lebo:

S = aA = abA = abaA = abac

. Teda aj abac € L(Gs).
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Zistite, i aba ma v gramatike odvodenie:

1. Ak by sme chceli odvodit retazec aba musime najprv vyrobit predponu ab -
to vieme v derivacii urobit':
S = aA= abA

2. Teraz by sme potrebovali z netermindlu A urobit’ termindl a. AvSak pravidla
nam dovolia alebo urobit z A — ¢, t.j.

S = aA= abA = abc
3. to vSak nie je retazec aba! Respektive vieme sice odvodit predponu aba:
S = aA = abA = abaA

4. ale stale nam tam ostava neterminal A, ktorého sa nevieme zbavit bez toho,
aby nam tam nevznikol d'al$i terminal!

5. Preto retazec aba sa v gramatike odvodit neda! A teda aba ¢ L(Gs).
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Zistite, ¢i aba ma v gramatike odvodenie:

1. Ekvivalentne si staci uvedomit, Ze jediny sp6sob, ako ukoncit derivaciu je, ze
sa ako posledné pravidlo aplikuje A — ¢

2. A z tvaru pravidiel vyplyva, Zze neterminal A vzdy na konci retazca symbolov
gramatiky pocas derivacie.

3. Teda kazdy odvoditelny retazec musi kon¢it' symbolom c.

4. A kedze retazec aba nekonc¢i symbolom c, tak neméze patrit do jazyka
generovaného gramatikou.
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Okrem toho, Ze kazdy refazec, ktory ma v gramatike odvodenie, musi koncit
terminalom c, plati eSte jedna vlastnost':

1. VSimnite si, Ze prvé pravidlo, ktoré sa vzdy da pouzit, je S — aA.

2. Teda kazdy retazec, ktory ma v gramatike derivaciu, bude vzdy zacinat
terminalom a.

3. Preto, ak by sme chceli zistit, ¢i ma v gramatike derivaciu retazec babc, tak
vidime, Ze urcite nie!

4. Pretoze neexistuje spdsob, ako urobit derivaciu retazca zacinajuceho
pismenom b z pociato¢ného neterminalu!

5. Preto babc ¢ L(Gs).
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Popiste, aky jazyk gramatika generuje.

1.

o

Pohfadom na gramatiku vidime, ze prvy symbol kazdého generovaného
refazca musi byt a, lebo pre pociato¢ny neterminal mame jediné pravidlo
S — aA.
Cize prvy symbol bude a a za nim bude vetko to, o vieme odvodit z
neterminalu A. Pre ten mame pravidla:

° A aA

°* A— bA

°* A—~c
Cize v8etko, &o odvodime z neterminalu A kon&i symbolom c. Navy$e z neho
vieme postupne odvadzat retazce, ktoré obsahuju fubovolnd postupnost z
mnoziny {a, b}.
Z netermindlu A teda vieme dostévat retazce v tvare {a, b}*c.
A z pociato€ného neterminalu S retazce v tvare a{a, b}*c.
Jazyk generovany gramatikou je teda jazyk popisatefny ako a{a, b}*c, alebo
dokonca aj regularnym vyrazom a(a + b)*c.
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¢ To, ze v tomto pripade je jazyk generovany bezkontextovou gramatikou
popisatelny regularnym vyrazom, a teda Ze sa jedna nielen o bezkontextovy,
ale aj o regularny jazyk, je dané tym, ze regularne jazyky tvoria podmnozinu
bezkontextovych jazykov.

¢ Nie vzdy sa to vS8ak da, napriklad v prvom priklade bol jazyk a"b" a ten sa
neda popisat regularnym vyrazom.
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Priklad C. 4

Je dana bezkontextova gramatika G4 = (V, T,P,S), V={S,A B}, T, = {a, b, c}.

S je pociato¢ny neterminal. Pravidla gramatiky:
e S— AcB| BA
e A— aAb|a
* B— bAa

Ulohy:

1. Zistite, Ci je jazyk popisany gramatikou prazdny.

2. Popiste, aky jazyk gramatika generuje.
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Najprv zistime, &i je jazyk generovany gramatikou, L(Gg) prazdny, t.j. ¢i L(G4) = 0.
Generujuce symboly gramatiky su:

1. Terminaly a, b, c.

2. Zatial teda vieme, Ze generujuce symboly su urcite {a, b, c}.

3. V gramatike nie je pravidlo v tvare S — ¢, A — ¢ alebo B — ¢, teda tymto
sposobom o S, A, B nevieme povedat, Ci su generujuce.

4. Pre neterminal A vSak existuje pravidlo A — a, teda pravidlo, v ktorom su
vSetky symboly na pravej strane urcite generujuce.

5. Preto usudzujeme, ze aj A je generujuci symbol, teda generujlce su urCite
{A, a,b,c}.

6. Po tomto zisteni vieme povedat, Ze aj B je generujuci symbol, pretoze ma
pravidlo B — bAa,v ktorom su na pravej strane vSetky symboly také, Ze o nich
vieme, Ze sU urCite generujuce. Teda generujuce symboly su urlite
{A,B,a,b,c}.
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(pokracovanie)

7 A uz vieme povedat aj to, Ze S je generujuci symbol, pretoZze ma pravidlo
S — AcB,v ktorom su na pravej strane vSetky symboly také, ze o nich vieme,
Ze su urcite generujuce. Teda generujuce symboly su urcite {S, A, B, a, b, c}.

7 Ekvivalentne by sme to vedeli urCit aj podfa pravidla S — BA, v ktorom taktiez
vieme, Ze na pravej strane su len symboly, o ktorych vieme, ze su urcite
generujuce.

8 A kedzZe S je generujuci symbol, tak jazyk L(Gg) urcite nie je prazdny.
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Popiste, aky jazyk gramatika generuje.

Pohfadom na pravidla sa pokusime ur€it, v akom tvare su retazce, ktoré
gramatika generuje. Ked'Zze vSetky zacCinaju od pociatocného netermindlu a pren
existuju dve pravidla:
1. S— AcB
2. S—+ BA
tak vidime, ze retazce, ktoré gramatika generuje budu v nasledovnych tvaroch:
1. budu v tvare w;cwsy, kde wy je predpona, ktora bude generovana z

neterminalu A, za nou je symbol ¢ a za nim je pripona w, generovana z
neterminalu B, alebo

2. budu v tvare wy w», kde wy je predpona generovana z neterminalu B, za
ktorou je pripona w» generovana z neterminalu A.

Preto sa potrebujeme blizSie pozriet na neterminaly A, B, aké retazce sa daju
generovat z nich.
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Pre netermindl A mame 2 pravidla:
1. A— aAb
2. A— a
Z pravidiel vidime, Ze:
1. Z Avieme odvodit retfazec zacinajuci a, konciaci b medzi ktorymi bude znovu
retfazec odvoditefny z A
2. Z Avieme odvodit jedno a-cko.

3. To znamena, Ze prvé pravidlo vieme pocas derivacie rekurzivne opakovat a
derivaciu ukon€ime druhym pravidlom. Cize retazce by mohli byt v
nasledovnom tvare:

A= aAb="*a"Ab" = a"ab" = a"'p"

Teda z neterminalu A vieme odvadzat retazce v tvare a"+'b", kde n > 0.
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Pre neterminal B mame 1 pravidlo:
1. B— bAa
Z pravidla vidime, Ze:

1. Z B vieme odvodit retazec zacinajuci b, konciaci a medzi ktorymi bude
retfazec odvoditefny z neterminalu A.

2. Z predchadzajucej analyzy vieme, Ze z neterminalu A vieme odvodit' retazce
tvaru a'b", kde n > 0.

3. Preto z neterminalu B vieme odvodit’:
B = bAa="* ba""'b"a

Teda z neterminalu B vieme odvadzat retazce v tvare ba"'b"a, kde n > 0.
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Ked teraz vieme, Ze z neterminélov:
1. Avieme odvodit retazce tvaru a"'b", kde n > 0
2. Bvieme odvodit retazce tvaru ba"*'b"a, kde n > 0
tak ked' sa vratime k poCiatocnému neterminalu
1. S — AcB
2. S— BA
vidime, Ze vieme odvodit’ retazce tvarov:
1. S= AcB =* a"'b"cba™'b™a, kde n >0, m >0
2. S= BA= ba™t'b"aa™'b™ kde n>0, m> 0.
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Vysledny jazyk L(Gjy) je teda zjednotenim 2 menSich jazykov:

L(Gy) = {a™'b"cba™ 'b™a| n>0,m > 0} U {ba™'b"aa™ ' b™ | n>0,m> 0}
POZOR! Jazyk:

L(Gs) = {a" b cba™ ' b"a| n> 0} U {ba™'b"aa™'b" | n > 0}
by nebol spravna odpoved’ pretoze je potrebné odlisit to, ze Casti pochadzajuce

z netermindlov A, B sU nezavislé! Preto je potrebné pouzit viacero premennych
n, m, ktoré oznacuju pocet odvodenych terminalov.
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Najdite bezkontextovu gramatiku

N3ajdite bezkontextové gramatiky k jazykom:

1. Ly ={w e {a,b}* | fa(w) = fp(w)}, t.j. refazce z pismen {a, b}, v ktorych je
pocet symbolov a, b rovnaky.

2. L, ={w e {a,b}* | ta(w) > tp(w)}, t.j. retazce z pismen {a, b}, v ktorych je
pocet symbolov a vacsi nez pocet symbolov b.

3. Ls={w e {a b} | ta(w) < 8p(w)}, t.. retazce z pismen {a, b}, v ktorych je
pocet symbolov a mensi nez pocet symbolov b.

4. Ly = {wew” | w € {a, b}*}, t.j. palindromy v strede ktorych je symbol c.

5. Ls ={xaby | x € {a,b}*,y € {a, b}*}, t.]. refazce z pismen {a, b}
obsahujluce ab ako podretazec

6. Lg ={a"b"c™ | n>0,m>0}
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Priklad C. 1

Néjdite bezkontextovu gramatiku k jazyku: L1 = {w € {a, b}* | fa(w) = fp(W)}, L]
retfazce z pismen {a, b}, v ktorych je pocet symbolov a, b rovnaky.

Potrebujeme néjst taku gramatiku G, aby L(G) = L. To znamena, Ze z
pociato¢ného neterminalu S budeme vediet odvodit' taky retazec, v ktorom je
pocet symbolov a a b rovnaky, t.j. napriklad:

e ¢ (0-krét a, aj b)

ab, ba (1-krét a, 1-krat b)

aabb, abab, abba, baab, baba, bbaa (2-krat aj a, aj b)
aaabbb, aabbba, aabbab, ... (3-krat aj a, aj b)
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Skusme sa zamysliet, ako vyzeraju retazce, ktoré obsahuju rovnaky pocet a, aj b
z hradiska ich konstrukcie:
1. Najkrat§i mozny retazec je ¢.

2. Ak by sme uz mali retazec, ktory obsahuje rovnaky pocet a a b a chceli by
sme zan pridat d'alSie a, musime zabezpecit, aby sme mali istotu, Zze sa
zaroven niekedy neskor vygeneruije aj b.

3. Rovnako, ak by sme k retazcu, ktory spifia rovnost poétu a a b cheeli pridat
b, musime zabezpecit, aby sa neskor pridalo aj a.

Ked' S je neterminal, z ktorého vieme odvodit refazce s rovnakym poétom a a b,
tak z prvého bodu vyplyva pravidlo S — «.
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Rekurzivne vytvaranie retazca spésobom, ze mame refazec s korektnym poctom
a a b a pridame zan symbol a a zaroven si chceme zaistit' to, Zze v budicnosti sa
vygeneruje aj b, zapiSeme pomocou pravidla

S — SaB

kde netermindl B signalizuje, Ze chyba terminal b. Preto z neho mézeme vyvodit
2 pravidla:
e alebo priamo vytvori terminal b, t.j. B — b

e alebo, ak by sme chceli znovu vygenerovat a, tak nam vlastne uz budu
chybat' b-Cka dve, t.j. B — aBB
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Analogicka situacia vznikne, ak mame retazec s korektnym poc¢tom aa b a
chceme zan pridat symbol b a zaroven si chceme zaistit' to, ze v budicnosti sa
vygeneruje aj a:

S — SbA

kde netermindl A signalizuje, Ze chyba terminal a. Preto z neho mézeme vyvodit 2
pravidla:

e alebo priamo vytvori terminal a,t.j. A — a

¢ alebo, ak by sme chceli znovu vygenerovat' b, tak nam vlastne uz budu
chybat a-Cka dve, t.j. A — bAA
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Ked si uvedené zhrnieme do jednej gramatiky, tak dostaneme gramatiku s
pravidlami:

e S—c|SaB| SbA

e A— al| bAA

e B b|aBB
a s neterminalmi V = {S, A, B} a terminalmi T = {a, b}, kde S je poCiatocny
neterminal.
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Je zrejmé, ze uvedena gramatika G urCite generuje retazce, kde je poCet aa b
rovnaky, t.j. L(G) C L;.

Taktiez kazdy ret'azec, ktory obsahuje rovnaky pocet symbolov a a b v gramatike
odvodenie, t.j. L1 C L(G).

Teda L(G) = L.
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Bez d'alSieho vysvetlovania uvadzame este iné gramatiky, ktoré rovnako dobre
generuju vSetky retazce s rovnakym poctom a a b:

e S—¢c|aBS|bAS
e A— al| bAA
e B~ b|aBB
(alebo gramatika len s 1 netermindlom S)
e S— | SaSbS | SbSaS
(alebo ina gramatika len s 1 neterminalom S)
e S—»c|aSb|bSa|SS
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Priklad C. 2

Najdite bezkontextovu gramatiku k jazyku: L, = {w € {a, b}* | fa(w) > fp(W)}, L]
retfazce z pismen {a, b}, v ktorych je pocet symbolov a vacsi nez poCet symbolov
b.

Potrebujeme najst’ taku gramatiku G, aby L(G) = L,. V predchadzajucom priklade
sme nasli taky, kde je poCet symbolov a rovnaky ako pocet symbolov b. Jej
jednoduchou Upravou mézeme najst’ gramatiku pre tento jazyk.
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Téato gramatika generuje refazce s rovnakym poétom aa b
e S—c|SaB| SbA
e A— al| bAA
e B~ b|aBB

Aby sme dostali retazce, kde je viac symbolov a nez b, tak potrebujeme do
gramatiky doplnit’ len generovanie symbolov a. NajjednoduchSie vyzera byt to, ze
do pravidiel pre netermindl S doplnime pravidlo:

S — Sa

Toto pravidlo umozni na fubovolnom mieste v derivovanom retazci vygenerovat
"nadbyto¢né" a-Cka, t.j. docielime, aby ich pocet bol vacsi, nez b-Cok.
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Dostavame teda gramatiku
e S—e|SaB| SbA| Sa
e A— a| bAA
e B~ b|aBB

Urcite teda budeme vediet generovat' také retazce, kde je viac a-Cok nez b-Cok.
AvSak na$a Uprava nie je Uplne dobra, pretoze v tejto gramatike stale vieme
generovat aj , alebo abab, ¢o vSak nesmieme!, lebo v nich nie je pocet a vacsi
nez pocet b.

KedzZe najkratsi retazec, ktory by mal patrit do jazyka uz nie je ¢, ale a, tak
vymenime pravidlo S — ¢ za pravidlo S — a.
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Vyslednd gramatika
e S—a|SaB| SbA| Sa
e A— a| bAA
e B~ b|aBB

Teraz uz korektne generuje prave také retazce, kde je poCet a vacsi nez pocet b.
Urcite existuju aj iné gramatiky, ktoré by to vedeli. Tato mala ta vyhodu, ze sme ju
vyrobili len malou Upravou z gramatiky pre retazce, kde je pocet a a b rovnaky.
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Priklad ¢C. 3

Néjdite bezkontextovd gramatiku k jazyku: L = {w € {a, b}* | fa(w) < tp(W)}, t..
retfazce z pismen {a, b}, v ktorych je pocet symbolov a mensi nez pocet symbolov
b.

Téato gramatika je len drobnou Upravou gramatiky z predchadzajucej ulohy. Bez
vysvetfovania:

e S—b|SaB| SbA| Sb

e A— a| bAA

e B~ b|aBB
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Priklad C. 4

Néjdite bezkontextov gramatiku k jazyku: Ly = {wew” | w € {a, b}*}, t].
palindromy v strede ktorych je symbol c.

Tento jazyk tvoria retazce:

¢ (najkrat§i mozny retazec)

aca, beb (viavo a vpravo od ¢ je refazec dizky 1)

aacaa, abcba, bacab, bbcbb (viavo a vpravo od ¢ je refazec dizky 2)
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Pre konstrukciu gramatiky pre tento jazyk je dolezité si uvedomit, ze:
1. NajkratSi retazec, ktory do jazyka patri je c.

2. Ak w je retazec, ktory patri do jazyka, t.j. je to palindrom, ktorého stredny
symbol je ¢, tak potom aj awa, aj bwb budu tiez palindromy, ktorych stredny
symbol je c.

Kedze netermindl S je ten, z ktorého maju byt retfazce odvodené, tak v podstate
S reprezentuje palindrémy so strednym symbolom c. Na zaklade 2 uvedenych
vlastnosti teda vieme odvodit’ nasledovné pravidla:

1. S—>c

2. S— aSa

3. S— bSb
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Vyslednd gramatika pre jazyk L4 je teda G = (V, T, P, S), kde neterminaly
V = {S},terminaly T = {a, b, ¢}, poCiatoCny netermindl je S a pravidla:

1. S—>c

2. §— aSa

3. S— bSb
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Z tvaru pravidiel gramatiky je zrejmé, ze vSetko, o pomocou nich vygenerujeme,
bude palindrom s prostrednym symbolom c, t.j. Ze L(G) C Ly.

Taktiez, ak mame dany fubovolny palindrém so strednym symbolom c, tak urCite
bude mat v gramatike odvodenie - ked'ze staci postupne aplikovat pravidla ¢. 2 a
3 podla toho, aké symboly sa v retazci nachadzaju pred strednym symbolom,
napr. ak w = abcba, tak potom

S = aSa = abSba = abcba
Teda aj Ly C L(G).

Ateda L4 = L(G), t.j. naSa gramatika je korektna.
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Priklad €. 5

N3ajdite bezkontextovu gramatiku k jazyku: Ls = {xaby | x € {a,b}*,y € {a,b}*},

t.j. refazce z pismen {a, b} obsahujuce ab ako podretazec.

Vidime, ze refazce jazyka sa skladaju z 3 Casti:
1. Prefixu x, ktory predstavuju fubovolné retazce z pismen {a, b}
2. Pevne daného podretazca ab
3. Sufixu y, ktory predstavuju fubovovolné retazce z pismen {a, b}
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Ked'Ze kazdy generovany retfazec by mal pozostavat z tychto 3 Casti, tak si to
vieme zapisat pomocou pravidla:

S — ABC

kde
* A bude neterminal, z ktorého odvodime prefix x

e B netermindl, z ktorého odvodime ab
¢ C neterminal, z ktorého odvodime sufix y.
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Ak chceme pomocou gramatiky odvodit fubovolnu postupnost danych symbolov,
v naSom pripade {a, b}, tak sa to jednoducho dé& urobit’ nasledovne:

A aA|bA|e

T.j. rekurzivnym opakovanim pravidiel vieme vytvorit fubovolny retfazec z {a, b} a
derivaciu ukon€ime poslednym nerekurzivnym pravidiom A — ¢.
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Vyslednd gramatika G = (V, T, P, S) by teda mohla mat pravidla:
e S— ABC

A—aA|bA|e

e B—ab

C—aC|bC|e

kde neterminaly V = {S, A, B, C}, terminaly T = {a, b} a S je poCiatoCny
neterminal.
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Znovu plati, Ze v8etko, Co gramatika generuje patri do jazyka Ls, t.j. L(G) C Ls a
zaroven, ze vsetko, €o patri do jazyka Ls ma v gramatike odvodenie, t.].
Ls C L(G).

Preto L(G) = Ls
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Priklad C. 6

Najdite bezkontextovu gramatiku k jazyku: Lg = {a"b"c™ | n > 0, m > 0}.

Retazce z tohto jazyka sa teda akoby skladaju z 2 Casti:
1. Na zaciatku maju symboly a a b, ktorych je rovnaky pocet (n) a su
usporiadané v Style "najprv a, potom b.
2. Za b-Ckami sa nachadza postupnost symbolov c, ktorych pocCet je nezavisly
od poctu a, respektive b.
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To, ze sa retfazce skladaju z 2 Casti, ktoré sU nezavislé, znovu mdézeme zapisat
napriklad:

S — AB
kde:

e Z neterminalu A odvodime tU ¢ast, kde je rovnaky pocet a a b usporiadany v
tvare a...ab...b

e Z netermindlu B odvodime potrebny pocet ¢ symbolov
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Odvodenie refazcov z neterminalu A (t.j. v podstate retazce v tvare a"b"):
A— aAb|e
Odvodenie refazcov z netermindlu B (t.j. v podstate retfazce ¢, ¢o je to isté ako

c¥)
B—cBle
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Vysledna gramatika G = (V, T, P, S) by teda mohla mat pravidla:

e S AB

e A—aAb|e

* B—cBle
kde neterminaly V = {S, A, B}, termindly T = {a, b, c} a S je poCiatoCny
neterminal. Znovu je (dafam) fahké vidiet, Zze naozaj L(G) = L.
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Priklad C. 1

Je dany zasobnikovy automat Py = (Q, X, T, 6, Qo, 2o, F), ktorého prechodova
funkcia je dana obrazkom:

Ulohy:
1. Zistite, Ci ZA akceptuje retazce ¢, ab, ba
2. Popiste, aky jazyk akceptuje ZA.
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Pre Uplnost popis ZA:

e Stavy zasobnikového automatu Q = {qo, g1, @2}
Abeceda vstupnych symbolov ¥ = {a, b}
Abeceda zasobnikovych symbolov I' = {Z,, a}
Pociatocny stav: qo
PociatoCny zasobnikovy symbol Z,

Akceptacné stavy: F = {q.}
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Aby sme zistili, Ci je nejaky retazec akceptovany ZA, musime simulovat jeho
vypocet. Simulaciu zapisujeme pomocou konfiguracii, ktoré nam udavaju:

¢ V akom stave sa ZA nachadza

¢ Aka je neprecitana Cast vstupu

* Aky je obsah zasobnika

Napriklad, ak chceme spracovat vstup ab, tak na zaciatku je automat v stave qp a
v zasobniku je len pociato¢ny zasobnikovy symbol Z,. Teda pociato¢na
konfiguracia ZA by bola (qo, ab, Zp).
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Prechodova funkcia udava, ¢o sa udeje pri kazdom kroku vypoctu. Krok vypoctu
zavisi na trojici (p, a, X), kde:
* pje aktualny stav automatu
* aje aktualne cCitany vstupny symbol. Je mozné uvazovat aj to, Ze sa aktualny
vstupny symbol ignoruje - v takom pripade a = ¢.
e X je aktualny symbol na vrchu zasobnika. Tento symbol sa pri Citani vzdy zo
zasobnika vybera.

Na zaklade tejto trojice automat prejde do nejakého stavu q a do zasobnika vlozi
refazec symbolov «. T.j. napriklad ak (qo, a%y) € 6(qo, @, Zp), tak potom je v ZA
mozny prechod zo stavu go do stavu qq pri Citani vstupného symbolu a, pricom na
vrchu zasobnika musi byt Z;, ktoré sa vyberie a nahradi retazcom az;.
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Zasobnikovy automat bude akceptovat prave tie ret'azce, pre ktoré existuje
spoésob, ako ich celé precitat a skoncit v akceptatnom stave. Mnozina tychto
retazcov sa nazyva jazyk akceptovany zasobnikovym automatom a formalne
sa pre zasobnikovy automat P zapisuje:

L(P) ={w e X" |(q,w, %) " (q,¢ a)}

kde g € F, t.j. q je akceptacny stav, a € '*, t.j. « je fubovolny obsah zasobnika v
momente, ked' je vstup w, zlozeny zo vstupnych symbolov, cely precitany.
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Uvazujme teda, ako ZA spracuje retazec ab. Na zaciatku je v stave qp, v
zasobniku je len symbol Z;:

(Qo, ab, Z,)
Podla obrazka ma teraz ZA dve moznosti:
e Zostat v stave qq, pricom sa zo vstupu precita a, zo zasobnika sa vyberie Z,
a nahradi sa aZ t.]
(Go, ab, Zo) = (qo, b, a%)

* Pripadne déjde k prechodu do stavu gy bez Citania vstupu, priCom sa zo
zasobnika vyberie Z; a vlozi sa don Z; (t.j. de facto sa obsah zasobnika
nezmeni)

(qo, ab, Zo) - (g1, ab, Zo)
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V pripade, ze sa vykonal prechod:
(Qo, ab, Zo) - (g1, ab, Z)

tak v dalSom kroku je mozny jedine prechod do stavu @», znovu sa pocas neho
ignoruje vstupny symbol, zo zasobnika sa vyberie Zy a vlozi sa Zy, t.j. cely
vypocet:

(qo, ab, Zp) - (g1, ab, Zy) + (qz, ab, Zp)

Tu sa ZA zasekne v stave g». A hoci je g» akceptacny stav, vstup nebol precitany
a teda ho v tomto vypocte nepovazujeme za akceptovany.
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V pripade, ze sa prvy symbol vstupu predital:
(qo, ab, o) - (qo, b, azp)

tak v dalSom kroku je mozny jedine prechod do stavu gy, pricom sa pocas neho
ignoruje vstupny symbol, zo zadsobnika sa vyberie a a vlozi sa a, t.j. vypocet:

(qo, ab, 2o) F (qo, b, azp) F (g1, b, azy)

V tomto momente je v ZA mozné vykonat prechod zo stavu g; do stavu gy, pricom
na vstupe musi byt b (je tam a precita sa) a na vrchu zasobnika musi byt a,
pricom sa vyberie a nahradi sa =(t.j. nenahradi sa ni¢im):

(Qo, ab, 2o) - (qo, b, azp) - (g4, b, azp) F (91, ¢, o)
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Tak sme zistili, ze po spracovani retazca ab sme sa ocitli v stave g;:
(Qo, ab, Zp) - (qo, b, aZ) - (g, b, aZ) = (au, €, Zo)

stav g; nie je akceptacny. Znamena to, Ze retazec ab neakceptujeme?... ano, aj
nie :). Tento vypocet - konciaci v stave g; nie je akceptacny. AvSak v automate
eSte existuje moznost ist zo stavu gy do stavu go, priCom na vrchu zasobnika
musi byt symbol Zy a vstup sa ignoruje. To teraz mdézeme vykonat’ a dostavame
vypocet:

(qo0, ab, Zp) F (qo, b, azo) - (g1, b, a2p) - (g1,¢,20) F (G, €, L)

Cize vidime, Ze v ZA je mozné preditat cely vstup ab a dostat’ sa do
akceptaCného stavu. Preto v tomto ZA vstup ab akceptujeme.
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Akceptuje ZA retazec ¢ ? Zistime to tak, Zze sa pokusime najst vypocet, ktory pre
vstup ¢ dokaze prejst do stavu g, t.j. Ci plati, ze :

(qo0,¢,2) " (9o, €, Zo)

Naozaj, vd'aka prechodom z qo do g1, resp. z g do g, ktoré ignoruju vstup a na
vrchu zasobnika musi byt Z; je mozné vykonat vypocet:

(q07€aZO) F (q'lagaZO) - ((—7275720)

Preto tento ZA akceptuje aj retazec ¢.
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Akceptuje ZA retazec ba ? Na zacCiatku mame konfiguraciu (qo, ba, Zp). Jediny
krok vypoctu, ktory mézeme urobit je:

(Qo, ba, o) - (g1, ba, Z)
Jediny krok vypoctu, ktory mézeme urobit' zo stavu g, je:
(qo, ba, Zo) - (g1, ba, ) + (e, ba, Zy)

Cize sa vieme pre retazec ba dostat aj do akceptaéného stavu, avéak sme
neprecitali vstup ba. Da sa ukazat, Ze pre tento retazec neexistuje spésob, ako
ho precitat a skoncit' v akceptacnom stave .. Preto tento retfazec dany ZA
neakceptuje!
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Skusme sa teda zamysliet, aké retazce dany zasobnikovy automat akceptuje.

1. Budu to také retazce, pre ktoré existuje akceptacny vypocet, t.j. celé sa
precitaju a automat skonci v akceptatnom stave q..

2. Na to, aby sme skoncili v stave g», musime pre dany vstup vediet po jeho
celom precitani skoncit' aj v stave gy, pricom na vrchu zasobnika musi byt Z.

3. V pociatoénom stave qg je mozné Citat zo vstupu symboly a - vS§imnite si, ze
po kazdom precCitanom symbole sa na vrch zasobnika vlozi symbol a.

4. T.j. ak precitam zo vstupu n-krat symbol a, tak na vrchu zasobnika bude
n-krat symbol a.

5. Nasledne mézem "zadarmo" prejst do stavu gy, t.j. bez Citania vstupného
symbolu vtedy, ak je na vrchu zasobnika Zy alebo a. Zaroven tento symbol na
vrchu zasobnika ostane aj po prechode do stavu g;.
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(pokracovanie:)

6 V stave g; teraz m6zem zo vstupu Citat symboly b, pricom pri kazdom citani
musi byt zaroven na vrchu zasobnika symbol a, ktory odstranim a ni¢ do
zasobnika nepridam.

7 Cize ak sa v stave g1 na vrchu zasobnika nachadza n-krat symbol a, tak
mozem zo vstupu precitat’ n-krat pismeno b a n symbolov a zo zasobnika
odstranim.

8 Aby sa teda stalo, ze skon¢im v stave g; so zasobnikom, na vrchu ktorého je
Zy a Cital som pri tom nejaké vstupné symboly, tak som musel najprv v g
precCitat n-krat a, potom sa presunut do stavu g; a v niom precitat n-krat
pismeno b.

9 Ztoho je vidiet, Ze automat bude akceptovat urCite také retazce, ktoré su v
tvare a"b", lebo

(q07 anbn7 ZO) =* (q07 bna anZO) F (Cﬁ ) bn> anZO) H* (Ch = ZO) H (QZ> g, ZO)
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NavyS$e, ak by bol na vstupe iny refazec, nez v tvare a"b”, tak sa ZA urcite:

¢ Alebo zasekne v stavoch gy, g, priCom sa nedocita cely vstup do konca,
napr. pre vstupy ba, bb, ...

¢ Alebo sa sice docita cely vstup do konca, ale zasekne sa v stave gy, napr pre
vstup aa, aab, ...

Preto jazyk, ktory akceptuje uvedeny zasobnikovy automat, je
L(Py)={a"b" | n> 0}.
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Najdite zasobnikové automaty

N3ajdite zadsobnikové automaty k jazykom:

1. Ly ={w e {a,b}* | fa(w) = fp(w)}, t.j. refazce z pismen {a, b}, v ktorych je
pocet symbolov a, b rovnaky.

2. L, ={w e {a,b}* | ta(w) > tp(w)}, t.j. retazce z pismen {a, b}, v ktorych je
pocet symbolov a vacsi nez pocet symbolov b.

3. Ls={w e {a b} | ta(w) < 8p(w)}, t.. retazce z pismen {a, b}, v ktorych je
pocet symbolov a mensi nez pocet symbolov b.

4. Ly = {wew” | w € {a, b}*}, t.j. palindromy v strede ktorych je symbol c.

5. Ls ={xaby | x € {a,b}*,y € {a, b}*}, t.]. refazce z pismen {a, b}
obsahujluce ab ako podretazec

6. Lg ={a"b"c™ | n>0,m>0}
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Priklad C. 1

Najdite zdsobnikovy automat, ktory akceptuje jazyk
Ly ={w e {a b}* | fa(w) = fin(w)}, 1.j. retazce z pismen {a, b}, v ktorych je pocet
symbolov a, b rovnaky.

e Je zrejmé, Ze automat bude akceptovat len také retazce, ktoré obsahuju
rovnaky pocet symbolov a a b.

e Kedze ZA Cita vstup symbol po symbole, po prvom symbole automat vie, Ci
precCital a a teda niekde d'alej musi nasledovat b, alebo naopak.

e Preto zadsobnik vieme vyuzit ako pamatové médium, pomocou ktorého si
budeme pamatat, kofko "opacnych" symbolov (k a je opacny b a naopak, k b
je opacny a) esSte musime precitat, aby boli poCty vyrovnané.
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Pri spracuvani retazca by bolo vhodné rozliSovat 3 situacie vzhfadom na doteraz
precitanu cast’ slova:

e Pocet doteraz precitanych a a b bol rovnaky - také je situacia na zaciatku a
taktiez je to situacia, v ktorej ak skon¢ime a vstup bol cely precitany, vstup
budeme akceptovat’. Teda ju bude reprezentovat pociato¢na a zaroven
akceptacny stav qq.

e Pocet doteraz precitanych a bol vaési nez pocCet doteraz precitanych b. To
moze reprezentovat’ stav q,-p. Zaroven to znamena, ze aby sme slovo
akceptovali, musime precitat este nejaké b-Cka.

e PocCet doteraz precitanych a bol mensi nez pocet doteraz precitanych b. To
méze reprezentovat stav q,.p. Zaroven to znamena, ze aby sme slovo
akceptovali, musime precitat’ eSte nejaké a-Cka.
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e Ak sme v stave qg, na vrchu zasobnika je Z, a poCet doteraz precitanych
symbolov je rovnaky. Ak teraz Citame na vstupe a, prejdeme do stavu g~ p.
Zaroven si do zasobnika vlozime symbol b, ktory bude reprezentovat’ to, ze
musime este precitat jedno b-Cko.

e Ak sme v stave qp, na vrchu zasobnika je Z; a pocet doteraz precitanych
symbolov je rovnaky. Ak teraz ¢itame na vstupe b, prejdeme do stavu g,-p.
Zaroven si do zasobnika vlozime symbol a, ktory bude reprezentovat to, ze
musime este precitat jedno a-cko.

e Ak sme v stave g,-p, ZNamena to, ze na vrchu zasobnika je symbol b, t.j.
Cakame minimalne na jedno b-Cko, aby sa pocCty vyrovnali. Ak v tomto stave
pride na vstupe b, tak toto b zo zasobnika mézeme odstranit’. Naopak, ak v
tomto stave zo vstupu Citame a, tak nam chyba d'alSie b na vstupe, ¢o
znazornime tak, ze znovu do zasobnika viozime d'alsie b. Cize v tomto stave
plati, ze kolkokrat je symbol b v zasobniku, tak na tolko b na vstupe ¢akame,
aby sa pocty vyrovnali.
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¢ Analogicky, ak sme v stave q,p, Znamena to, Zze na vrchu zasobnika je
symbol a, t.j. Cakame minimalne na jedno a-Cko, aby sa pocty vyrovnali. Ak v
tomto stave pride na vstupe a, tak toto a zo zasobnika mézeme odstranit’.
Naopak, ak v tomto stave zo vstupu Citame b, tak nam chyba d'alSie a na
vstupe, 8o znazornime tak, Ze znovu do zasobnika viozime dal$ie a. Cize v
tomto stave plati, Zze kofkokrat je symbol a v zasobniku, tak na tofko a na
vstupe Cakame, aby sa pocty vyrovnali.

e Ak sa v stavoch qa.p alebo q,-p Stane, ze sa na vrchu zasobnika ocitne
symbol Zy, znamena to, ze sa nam doteraz precitané vstupné symboly
vyrovnali a mézeme sa vratit do stavu qg.

79/128



Ked' si uvedené pravidla zndzornime obrazkom, dostaneme nasledovny obrazok
zasobnikového automatu:

a, Zy/ by bb
(3
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A formalne dostavame z&sobnikovy automat P = (Q, %, T, 4, qo, Zo, F), kde:
®* Q=1{Qo,Ga>b, Ga<b}
Y ={a b}
= {Zo, a, b}
® (o je pociatocny stav
Zy je pociato€ny zasobnikovy symbol
F ={qo}
a prechodova funkcia ¢ je dana obrazkom, resp. aj predpisom (vid’ d'alsi slajd)
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Prechodova funkcia ¢:
* 6(qo, a, Zo) = {(Qa>b, b20)}
* §(qo, @ 2) = {(Ga<p, a%0)}
® 6(Qa>b, @, b) = {(qa>b, bb)}
® 6(Qa>b, b, b) = {(Ga>b,€)}
® 0(Qa>b,€,20) = {(qo, 20)}
® 5(Qa<b, @ @) = {(Ga>b:€)}
® 6(Ga<p; b, @) = {(Ga>b, aa)}
® 0(Qa<b, €, 20) = {(qo, Z0)}
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Ak je zostrojeny zasobnikovy automat korektny, musia platit’ 2 veci:
e Kazdy refazec z jazyka L4 (1.j. taky, ktory obsahuje rovnaky pocet a a b )musi
byt v automate akceptovany, t.j. Ly C L(P).
e Kazdy refazec, ktory automat akceptuje, musi patrit do jazyka Ly, t.].
L(P) C L;.
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Neformalny dékaz toho, Ze kazdy retazec, ktory obsahuje rovnaky pocet aa b, ma
v automate akceptacny vypocet, t.j. ze Ly C L(P):

e Kazdy retfazec w , ktory obsahuje rovnaky pocet a a b sa da rozdelit na
mensSie segmenty wy, Wo, ..., Wy, L.j. w = wyws...wp, v ktorych tiez plati, ze
pocCet a a b je rovnaky.

¢ Toto delenie je robené tak, aby segment zacinal napr. symbolom a a koncil
symbolom b, ktory je "parovy" k prvému symbolu a, t.j. uzatvara segment, aby
bol v nom rovnaky pocet symbolov a a b. Analogicky naopak, ak segment
zacina symbolom b, tak konci parovym a-Ckom.

e Napriklad v retazci w = abbbaa by bolo delenie w = wyw», kde wy = ab a
w, = bbaa.

e Automat je skonstruovany tak, aby kazdy segment svojim prvym symbolom
presSiel do stavu q,-p alebo g,-p a zo stavu sa vratil do stavu qg po precitani
svojho posledného symbolu (t.j. po vyrovnani po¢tu symbolov).
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Napriklad pre w = abbbaa, kde sme delenie urCili ako w = wyws, wy = ab,
wo = bbaa by bol vypocet pre prvu Cast wy = ab:

(q07 abbbaa7 ZO) |_ (qa>b’ bbbaau bZO) }_ (qa>ba bbaav ZO) l_ (q07 bbaa7 ZO)
a nasledne pre druht Cast w, = bbaa:
(Qo, bbaa, Zy) & (qa<p, baa, aZy) &= (qa<p, @a, aaZp) & (qa<p, @, a2o)

H (CIa<b, €, ZO) H (CIO> €, ZO)

Teda spolu:
(Qo, abbbaa, Zo) F* (qo, €, Zo)

a teda retfazec abbbaa by bol akceptovany.
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Neformalny dékaz toho, ze kazdy akceptovany retfazec obsahuje rovnaky pocet a
ab,tj. L(P)C L.

1. Akceptovany retazec je napriklad . Tento uvedenu vlastnost spifia.

2. Ak akceptovany retazec obsahuje aspon 1 symbol, tak po precitani prvého
symbolu skonéi v stave q,~p ak bol prvy symbol a, alebo v stave g, ak bol
prvy symbol b.

3. Z tohto stavu neodide dovtedy, kym sa nepodari vyrovnat pocty doteraz
precitanych a a b. Pretoze az ich vyrovnanim sa na vrch zasobnika dostane
symbol Z, vd'aka ktorému sa da vratit do stavu qq.

4. Teda kazdy akceptovany retfazec sa da rozdelit na segmenty wy, wo, ..., Wy,
pre ktoré plati, ze ich Citanim sa automat dostane do stavu g,- alebo g,p a
odchadza z neho az vtedy, ked' je poCet symbolov a a b rovnaky.

5. Teda segmenty obsahuju v§etky rovnaky pocCet symbolov. A ich zretazenie
W = Wy Ws...Wy, rovnako musi obsahovat rovnaky pocet symbolov.
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Priklad C. 2

Najdite zasobnikovy automat, ktory akceptuje jazyk

Lo ={w e {a,b}* | fa(w) > tp(w)}, t.j. retazce z pismen {a, b}, v ktorych je poCet
symbolov a vacsi nez pocet symbolov b.

e Je zrejmé, ze automat bude akceptovat len také retazce, ktoré obsahuju
vacsi pocet symbolov a nez b.

e Keby sme vychadzali z automatu, ktory sme skonstruovali v predchadzajiucej
Ulohe, tak pre retfazce, ktoré maju vacsi poCet a nez b plati, Ze po ich docCitani
viem skonCit' v stave q,-p a zaroven v zasobniku musi byt aspon jedno
b-Cko (lebo signalizuje, Ze eSte potrebujem b precitat, aby bol pocet rovnaky).

¢ Preto malou Upravou automatu vieme dostat zasobnikovy automat, ktory
bude akceptovat jazyk L.
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Vieme teda, Ze ak je na vstupe slovo, ktoré ma viac a nez b, tak po jeho
precitani vypocet skonéi v stave q,-, a v zasobniku bude aspon jeden
symbol b.

Niekomu by mohlo napadnut, Ze rieSenim je jednoducho urobit’ z g,
akceptacny stav.

Problém s tymto rieSenim je, ze v stave q,-p vieme skoncit’ aj pre slova, v
ktorych je poCet a a b rovnaky (pretoze v pdvodnom automate sme potom
prechodom, ktory necital vstup, len potreboval, aby bol na vrchu zasobnika
Zy, presli do akceptaéného stavu qp).

Preto teraz potrebujeme pri akceptacii testovat, €i je na vrchu zasobnika
symbol b.

Najjednoduchsie je pridat do automatu novy stav, ktory bude jediny
akceptacny stav.

Do tohto stavu prejdeme zo stavu g, bez Citania vstupného symbolu za
podmienky, Zze na vrchu zasobnika je b.
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A formalne dostavame z&sobnikovy automat P = (Q, %, T, 4, qo, Zo, F), kde:
® Q = {q07 qa>b7 Qa<b7 Qf}
Y ={a b}
= {Zo, a, b}
® (o je pocCiatocny stav
Zy je pociato€ny zasobnikovy symbol
F ={ar}
a prechodova funkcia ¢ je dana obrazkom, resp. aj predpisom (vid’ d'alsi slajd)
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Prechodova funkcia ¢:

* 0(qo, a,2o) = {(Qa>b, b20)}
* 0(qo, a, 2o) = {(Qa<b, a2o)}
® 5(Qa>b, @ b) = {(qa>b, bb)}
® 5(Qa>b, b, b) = {(Qa>b,€)}
® §(Qa>b:¢,20) = {(q0, 20)}
® 5(Qa<b, &, @) = {(Ga>b,€)}
® 5(Qa<b, b, @) = {(qa>p, @a)}
® 0(Ga<b,€,20) = {(qo, 20)}
® 6(Qa>b:¢,b) = {(qr, b)}
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Ak je zostrojeny zasobnikovy automat korektny, musia platit’ 2 veci:
e Kazdy refazec z jazyka L (1.j. taky, ktory obsahuje rovnaky pocet a a b )musi
byt v automate akceptovany, t.j. Ly C L(P).
e Kazdy refazec, ktory automat akceptuje, musi patrit do jazyka Lo, t.].
L(P) C Ly.
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Neformalny dékaz toho, ze kazdy ret'azec, ktory obsahuje vacsi pocet a nez b, ma
v automate akceptacny vypocet, t.j. ze L, C L(P):

e Kazdy refazec w , ktory obsahuje vacsi pocet a a b sa da rozdelit na mensie
segmenty wy, Wo, ..., Wp, t.j. w = wywa...wp, v ktorych tiez plati, ze poCet aa b
je rovnaky v segmentoch wy, ..., w,_1 a v poslednom segmente je aspofio 1 a
viac nez b.

¢ Toto delenie je robené tak, aby segmenty wy az w,,_4 zacinali napr.
symbolom a a koncil symbolom b, ktory je "parovy" k prvému symbolu a, t.j.
uzatvara segment, aby bol v iom rovnaky pocet symbolov a a b. Analogicky
naopak, ak segment zacina symbolom b, tak konCi parovym a-ckom.

e Napriklad v retazci w = abaabab by bolo delenie w = wyw,, kde wy = ab a
W = aabab.

e Automat je skon$truovany tak, aby kazdy segment wy az w,_4 svojim prvym
symbolom presiel do stavu g,-p alebo g, a zo stavu sa vratil do stavu g po
precitani svojho posledného symbolu (t.j. po vyrovnani poctu symbolov).

¢ A posledny segment sa dostane do g, v ktorom sa docita do konca, pricom
v zasobniku bude po jeho docitani aspon jedno b na vrchu. 93/128




Napriklad pre w = abaabab, kde sme delenie urcili ako w = wyws, wy = ab,
wo = aabab by bol vypocet pre prvu Cast wy = ab:

(q07 abbbaa7 ZO) + (qa>b’ bbbaau bZO) - (qa>ba bbaav ZO) + (q07 bbaa7 ZO)
a nasledne pre druhu Cast w, = aabab:
(o, aabab, Zy) 1= (qa>b, abab, bZy) i (qa>b, bab, bbZy) - (qasp, ab, bZy)

F (Qa>ba b7 beO) + (QO7 g, bZO) H (qf7 g, bZO)

Teda spolu:
(Qo, abaabab, Z) " (g, &, Z)

a teda retfazec abaabab by bol akceptovany.
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Neformalny dékaz toho, ze kazdy akceptovany retazec obsahuje vacsi pocet a
nez b, t.j. L(P) C L,.

1. Akceptovany retazec ma tu vlastnost, ze po jeho docitani musi automat
skoncit' v stave g5~ SO symbolom b na vrchu zasobnika, aby sa v dalSom
kroku vedel presunut do gy.

2. Aby sa dostal do stavu g,-p, musi v stave qq precitat aspon jedno a a
nasledne, aby mu v stave g,-, zostal aspon 1 symbol b v zasobniku, tak
nesmie precitat tolko b, aby dorovnal precitany pocet a.

3. AvSak do stavu qp sa uz predtym mohol dostat tym ,ze by precital segmenty
vstupného slova w;, v ktorych bol rovnaky pocet symbolov a a b.

4. Teda kazdy akceptovany retfazec sa da rozdelit na segmenty wy, wo, ..., Wy,
pre ktoré plati, ze segmenty wy, ..., w,_1 obsahuju rovnaky pocet aa b a ich
Citanim sa vzdy vie ZA vratit do qo a nasledne segment w, zaCina symbolom
a, ktorym sa presunie do stavu g~ a neobsahuje tofko symbolov b, aby sa
pocty dorovnali a v zasobniku zostalo Z; na vrchu.

5. Teda v zretazeni wyws...w,_1w, bude aspon o 1 a viac nez pocet b.
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Priklad ¢C. 3

N3ajdite zdsobnikovy automat, ktory akceptuje jazyk

Ly ={w e {a b}* | fa(w) < tp(w)}, t.j. retazce z pismen {a, b}, v ktorych je pocet
symbolov a mensi nez pocet symbolov b.

¢ Tento zasobnikovy automat bude analdgiou automatu z predchadzajice;
ulohy, akurat ze do akceptacného stavu nepéjde zo stavu g,-p, ale zo stavu
Qa<p Za situdcie, Zze na vrchu zdsobnika bude symbol a signalizujuci, ze bol
precitany vacsi pocet symbolov b nez a.
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Tu si vystaCime len s obrazkom:

a, Zy | bz,

Start
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Priklad C. 4

Néjdite zasobnikovy automat, ktory akceptuje jazyk Ly = {wew” | w € {a, b}*}, t..
palindromy v strede ktorych je symbol c.

Automat by mal akceptovat’ retfazce:
°C
® aca, bcb
® aacaa, abcba, bacab, bbcbb
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Vidime z popisu, Ze refazce pozostavaju z 3 Casti:

1. Retazca w, ktory tvoria v8etky mozné retazce zo symbolov {a, b}

2. V strede je symbol ¢

3. retazca whi, ktory predstavuje zrkadlovy obraz (t.j. napisany odzadu) retazca
w.

e Zasobnikovy automat teda musi kontrolovat, ¢i sa za symbolom ¢ nachadza
zrkadlovy obraz retazca, ktory je pred symbolom c.

e Kedze pred symbolom ¢ mdze byt retazec fubovornej dizky, je potrebné si ho
niekde zapaméatat - idedlne v zasobniku.

* Navy$e ma zasobnik vyhodnu vlastnost, ze posledny viozeny symbol je
zaroven prvy vyberany symbol, t.j. ak don postupne ukladdame symboly
retazca w, tak ak zasobnik ¢itame od vrchu, tak vlastne ¢itame priamo
retazec wh.
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To znamend@, ze automat bude fungovat nasledovnym spdésobom:

1. Najprv ¢&ita ¢ast vstupu predstavujucu retazec w pred symbolom c - kazdy
precitany symbol vlozi do zasobnika. Toto bude predstavovat stav ZA qp.

2. Nasledne, ked narazi na symbol c, tak sa prepne do rezimu, v ktorom bude
kontrolovat, ¢i je na vstupe zrkadlovy obraz retazca w tym, ze bude
porovnavat vstup s obsahom zéasobnika - ked’Ze na vstupe by malo byt w' a
v zasobniku sa momentalne nachadza odvrchu prave w”. Tuto kontrolu, &i
sa obsah z&sobnika zhoduje so vstupom, bude predstavovat stav g4

3. Ak sa podari naparovat kazdy vstupny symbol so zasobnikom, tak sa v

momente, ked sa cely vstup precita v zasobniku na vrchu nachadza symbol
Zy, Co signalizuje akceptaciu slova. Tu bude signalizovat akceptaCny stav g..
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Pre zhrnutie

e ZA bude mat stav g v ktorom bude zo vstupu Citat symboly a, b z Casti w
vstupu a ukladat’ ich do zasobnika.

e V. momente, ked precita zo vstupu c, bude vediet, ze d'alej by mala
nasledovat &ast w’ vstupu a prepne sa do stavu g. Pri tomto prepinani sa
do zasobnika ni¢ nové nevklada.

e V stave g; Cita vstupné symboly a porovnava ich s obsahom zasobnika. Ak
sa zhoduju, odstrani symbol zo zasobnika a pokracuje s d'al§im vstupnym
symbolom.

e Ked v stave g; docita cely vstup a skonci so zasobnikom na vrchu ktorého je
len symbol Zp, tak to signalizuje, Ze vstup je v poZzadovanom tvare. V takom
pripade sa prepne do akceptacného stavu go.
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Graficka reprezentacia takého ZA by bola:

b, b/ bb
a, b/ab
b, a/ ba
a, a/aa
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A formalne dostavame z&sobnikovy automat P = (Q, %, T, 4, qo, Zo, F), kde:
* Q={q,q,q}
Y ={a,b,c}
= {Zo, a, b}
® (o je pociatocny stav
Zy je pociato€ny zasobnikovy symbol
F={q}
a prechodova funkcia ¢ je dana obrazkom, resp. aj predpisom (vid’ d'alsi slajd)
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Prechodova funkcia ¢:

® §(qo, a %) = {(q0, a%)}
* §(qo, b, Z0) = {(qo, bZo)}
® (qo, a a) = {(qo, aa)}
® 0(qo,a, b) = {(qo, ab)}
® 6(qo, b, a) = {(qo, ba)}
* 6(qo, b, b) = {(qo, bb)}
* §(qo, ¢, %) = {(q1, %)}
® 6(qo,c.a) = {(an, a)}

® 6(qo,c,b) ={(q1,b)}

° 5(q1,a, a) = {(q1a5)}

* (g1, b,b) ={(q1,¢)}

* 0(q1,6,20) = {(92, %)}
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Ak je zostrojeny zasobnikovy automat korektny, musia platit’ 2 veci:
e Kazdy refazec z jazyka Lq4 (1.j. palindrdmy v strede ktorych je ¢ )musi byt v
automate akceptovany, t.j. Ly C L(P).

e Kazdy retazec, ktory automat akceptuje, musi patrit do jazyka Lg, t.|.
L(P) C Ly.
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Neformalny dbkaz toho, Zze kazdy palindrém, ktory obsahuje v strede ¢, ma v
automate akceptacny vypocet, t.j. ze Ly C L(P):

e Kazdy palindrom, ktory ma v strede c, je v tvare wew".

e V automate je moznost pre Cast retfazca w tuto Cast v stave qq Citat a
vkladat do zasobnika. Tym sa v zasobniku postupne od vrchu po spodok
vytvori retazec whi.

¢ Nasledne sa precitanim symbolu ¢ automat prepne do stavu g;.

* V tomto stave sa Gitanim w’? zo vstupu a porovnavanim w* v zasobniku
postupne Cita vstup a vyprazdnuje zasobnik.

¢ Nasledne po precitani posledného symbolu a vyprazdneni posledného
{a, b}zo zasobnika na vrchu zasobnika ocitne len Zy, ¢im je umozneny
prechod do akceptacného stavu q»

e T,j. ak je na vstupe wew", teda slovo z jazyka Ly, tak v automate existuje
akceptacny vypocet:

(90, (wew?), Zo) -+ (qo, cw™, wh Zo) 1= (1, wB, wiZo) H* (1,6, 20) F (a2, ¢, Z0)
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Neformalny dékaz toho, ze kazdy akceptovany retazec je zaroven palindromom
wew".
1. Predpokladajme, Ze automat akceptuje nejaky retazec x. To znamena, ze
(G0, X, Z0) " (Qu. . L)
2. To zaroven znamena, ze aj (qo, X, Zy) F (g1, ¢, Zy), teda Ze precitanim tohto
retfazca sa vie dostat do q;.

3. Zamyslime sa, ¢o musel byt posledny ¢itany symbol: ak nim bolo c, tak to
znamena, ze bol vykonany prechod do stavu q;. Ked'ze v zasobniku je po
tomto prechode Z;, muselo tam byt aj predtym.

4. A teda pred symbolom ¢ nebolo ni¢ iné citané zo vstupu - v opacnom
pripade by to bolo totiz v zasobniku.

5. Teda vstup musel byt len retazec c - a ten je palindrémom.
6. Co ak v kroku 3 nebol posledny &itany symbol ¢ - muselo to byt a alebo b.
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(pokracovanie)

7. V takom pripade vSak musel byt prechod z predch&dzajdceho stavu g; a teda
prechod, ktory je mozny, len ak je v zasobniku rovnaky symbol ako na vstupe
- t.j. prechod, ktory odstranuje zo zasobnika vrchny symbol.

8. Tuto uvahu vieme opakovat, kym nedospejem do situacie, ze sme do stavu
g1 presli gitanim symbolu ¢ zo stavu qq. Cize prechody zo stavu g; do stavu
g1 boli umoznené len ak bol na vstupe taky retazec, ktory bol zaroven v
zasobniku - nech je tento retazec w.

9. Pred tymto retazcom sa na vstupe musel teda nachadzat’ symbol c, ktory
spo6sobil prechod do stavu gy zo stavu qp.

10. Aby bol retazec akceptovany, tak pocas jeho Citania v stave qg sa kazdy
symbol vkladal do zasobnika, t.j. ak je v zasobniku pri prechode do g,
retazec w, tak sa tam musel dostat’ ¢itanim v stave qg - z dévodu toho, ako
funguje zasobnik sa musel &itat "odzadu", t.j. ako w".

11. To znamena, Ze ak je nejaky retfazec akceptovany, tak musi byt tvaru
wRew = wewP, tj. prave palindrém so strednym symbolom c.
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Priklad €. 5

N3ajdite z&dsobnikovy automat, ktory akceptuje jazyk
Ls ={xaby | x € {a,b}*,y € {a, b}*}, t.j. refazce z pismen {a, b} obsahujuce ab

ako podretazec.
Automat by mal akceptovat retfazce pozostavajice z 3 Casti:

¢ l'ubovolného prefixu zo symbolov a, b
® Podretazca ab
e ['ubovolného sufixu zo symbolov a, b
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Trikom pri kons&trukcii tohto zasobnikového automatu je uvedomenie si
nasledovnej skutoCnosti:

Dany jazyk je regularny! To znamena, ze staci zostrojit DKA / NKA / e-NKA,
ktory dany jazyk akceptuje a pridat k nemu pracu so zasobnikom, pri ktorej
sa zasobnik uplne ignoruje
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NKA akceptujuci uvedeny jazyk je napriklad:
ab ab
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Kedze my chceme zasobnikovy automat, ku kazdému prechodu pridame pracu so
zasobnikom, ktora vezme z vrchu zasobnika symbol Z; a vzapati ho vrati naspat.

Tym v podstate modelujeme situaciu, ze sa zasobnik ignoruje.
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Graficka reprezentacia vysledného ZA by bola:

b, 2y / Zy b, Zy
a, Zo / ZO a Zo
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A formalne dostavame z&sobnikovy automat P = (Q, %, T, 4, qo, Zo, F), kde:
* Q=1{qo0,q,q}
Y ={a b}
r={2}
® (o je pocCiatocny stav
Zy je pociato€ny zasobnikovy symbol
F={q}
a prechodova funkcia ¢ je dana obrazkom, resp. aj predpisom (vid’ d'alsi slajd)
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Prechodova funkcia ¢:

(90 @ 2o) = {(qo, %) (g1, 20)}
(90, b, Z0) = {(qo0. o)}
6(q1,b,20) = {(q2. Z0)}
6(qe, @, 20) = {(q2, 2) }
6(q2, b, 2p) = {(q2, 2) }
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Ak je zostrojeny zasobnikovy automat korektny, musia platit’ 2 veci:
e Kazdy retfazec z jazyka Ls (1.j. retazce v tvare xaby, kde x, y su refazce
symbolov {a, b}) musi byt v automate akceptovany, t.j. Ls C L(P).
e Kazdy retazec, ktory automat akceptuje, musi patrit do jazyka Ls, t.].
L(P) C Ls.
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Neformalny dékaz toho, ze kazdy retazec v tvare xaby ma v automate akceptacny
vypocet, t.j. ze Ls C L(P):
® Pre prvu Cast vstupného retazca oznacenu x plati, ze pri jej Citani ostava
automat v stave qq.
¢ Nasledne sa podretazcom ab postupne prepne zo stavu qp do stavu gy
precitanim a, a precitanim b sa prepne z g; do g..
* Pre zvySnu Cast vstupu oznacenu y plati, Ze sa da precitat’ a stale zotrvat v
akceptaCnom stave q..
e Preto plati, ze sa déa taky retazec cely precitat a skoncit v akceptatnom stave
Qo, t.j. existuje vypocet:
(qo, xaby, Zo) " (qo, aby, Zo) - (g1, by, Z0) F (G2, ¥, Z0) -~ (G2, €. L)
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Neformalny dékaz toho, ze kazdy akceptovany retazec je zaroven retazec v tvare
xaby, kde x, y su fubovolné retazce zo symbolov {a, b}.
1. Predpokladajme, Ze automat akceptuje nejaky retazec w. To znamena, ze
(G0, W, Zo) H* (Qe, €, Zo)
2. Z pohladu na automat vidime, ze kazdy akceptovany retfazec musi mat ta
vlastnost, Ze pocas jeho spracovania sa prejde zo stavu qqg cez q; do stavu
Q.
3. To zaroven znamena, Ze retazec musi niekde obsahovat postupnost’ ab.
4. Navyse vidime, ze ak sa uz dostane do stavu g, tak potom Cokolvek, ¢o
obsahuje, je mozné bez problémov precitat, t.j. za refazcom ab méze
nasledovat Cokolvek.

5. Taktiez vidime, Ze ak pred ab obsahoval ¢okolvek, tak sme to v podstate
mohli precitat a stale zotrvavat v stave qp.

6. Preto kazdy akceptovany refazec spina tvar xaby, kde x, y st fubovolné (aj
prazdne) retazce zo symbolov {a, b}.
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Priklad C. 6

Najdite zasobnikovy automat, ktory akceptuje jazyk Lg = {a"b"c™ | n > 0, m > 0}.
Automat by mal akceptovat retazce pozostavajice z 2 hlavnych Casti:

e Retazca zo symbolov a, b, ktorych je rovnako vela a navy$e su v tvare, Ze su
najprv symboly a a potom symboly b.

e Retazca zo symbolov c, ktorych je nejaky pocet.
¢ NavySe plati, ze poCet symbolov ¢ nijako nezavisi na pocte a, resp. b.
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Ked'Ze retazce, ktoré ma automat akceptovat, by mali zaCinat' ¢astou, ktora je v
tvare a"b", m6zeme si pri konstrukcii ZA pomoct zadsobnikovym automatom pre
tento jazyk (riesili sme ho v Ulohe na slajde ¢. 61). V tomto automate plati, ze ak
ma na vstupe retazec a"b", tak existuje vypocet, ktory skoncCi v stave g, a na
vrchu zasobnika je symbol Zy:

a, a/aa
aaZO/aZO b,a/€
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e V uvedenom automate teda plati, Zze do akceptacného stavu g» sa vieme
dostat a precitat pri tom retazec a"b".

e Kedze my chceme akceptovat retazce tvaru a"b"c™, tak vlastne potrebujeme
zo stavu o eSte precitat zvySok refazca, t.j. ¢™.

e Ked'ze tychto c-Cok je fubovolny pocet a navySe je tento pocCet nezavisly od
inych hodnét, v podstate ani zasobnik nepotrebujeme, t.j. m6Zzeme ignorovat
jeho obsah - ked’ze v stave g je na jeho vrchu Z,, tak ho tam nechdme a len
v sluCke doc¢itame symboly ¢ do konca.

e Preto staci len pridat do stavu g» slucku, v ktorej budeme ¢itat symboly c,
pricom z vrchu zasobnika vezmeme Zy a zase ho naspéat vlozime.
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Graficka reprezentacia vysledného ZA by bola:
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A formalne dostavame z&sobnikovy automat P = (Q, %, T, 4, qo, Zo, F), kde:
* Q={q,q,q}
Y ={a,b,c}
= {Zo, a}
® (o je pociatocny stav
Zy je pociato€ny zasobnikovy symbol
F={q}
a prechodova funkcia ¢ je dana obrazkom, resp. aj predpisom (vid’ d'alsi slajd)
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Prechodova funkcia ¢:

* §(qo, a %) = {(qo, a%)}

* (90, a,a) = {(qo, aa)}
6(qo, €, 20) = {(aq1, a%0)}
6(qo, €, a) = {(q1,a)}
6(q1,b,a) ={(q1.¢)}
6(aq1,¢,20) = {(q2, )}
6(qe, ¢, 20) = {(q2, Z0) }
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Ak je zostrojeny zasobnikovy automat korektny, musia platit’ 2 veci:
e Kazdy refazec z jazyka Lg (t.j. refazce v tvare a"b"c™) musi byt v automate
akceptovany, t.j. Lg C L(P).
e Kazdy refazec, ktory automat akceptuje, musi patrit do jazyka Lg, t.].
L(P) C Le.
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Neformalny dékaz toho, ze kazdy retazec v tvare a’b"c™ ma v automate
akceptacny vypocet, t.j. ze Lg C L(P):

e Pre prvu Cast vstupného retazca, t.j. a” existuje vypocet, ktory kazdé
precitané a v stave qy vlozi do zasobnika.

¢ Nasledne sa automat prepne do stavu g, v ktorom sa kazdé precitané b
porovna so symbolom v zasobniku a ak je na vstupe b a v zasobniku a, tak
sa a odstrani zo zasobnika a na vstupe sa prejde na d'alSie b. Ak je ich
rovnaky pocet, t.j na vstupe je b”, tak na vrchu zasobnika sa ocitne Z;.

e Nasledne je mozné prejst do stavu g» vd’'aka symbolu Z; na vrchu zasobnika.
V tomto stave je mozné precitat fubovolni postupnost c-Cok na vstupe, t.j.
c™m.

e Dokopy teda ak je na vstupe a"’b"c™, tak existuje spdsob, ako ho precitat’ a
skoncit v akceptacnom stave.

(qo,a"b"c™, o) F* (qo, b"c™, a"Zy) + (g1, b"c™, a"Zy) H* (qq, ™, Z)
F (g2, ™, 20) F* (e, e, L)
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Neformalny dékaz toho, ze kazdy akceptovany retazec je zaroven retazec v tvare
ab"cm:

1. Predpokladajme, Ze automat akceptuje nejaky retazec w. To znamena, ze
(G0, W, Z) " (Qe, &, £)

2. Z pohladu na automat vidime, Ze do akceptacného stavu g» prejdeme zo
stavu @4 len ak je na vrchu zasobnika Z;.

3. To znamena, ze by sme z qo presli do g; a nasledne do g» bez Citania vstupu,
t.j. precCitame ¢

4. Ak by v zasobniku boli v stave gy iné symboly, nez Z,, tak tam musi byt
symbol a. Ten je mozné odstranit len Citanim b zo vstupu v stave g. Ale a sa
do zasobnika dostane len tak, ze v stave qq Citame zo vstupu a. Aby sme
precitanim b-Cok v gy odstranili vSetky a zo zasobnika, tak sme museli
precitat prave a"b".

5. Nasledne je po precitani a”’b"” mozné prejst do g». Kazdy retazec, ktory sa
docita do konca moze teoreticky na konci obsahovat nejaké ¢ symboly, t.j.
c™, ktoré je mozné zadarmo precitat.

6. Preto kazdy akceptovany retfazec zaroven spifia tvar a"b"c™.
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