Algebra regularnych vyrazov Vlastnosti regularnych jazykov Minimalizacia kone€nych auton
000000 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000 000000000000000

Prednaska 6 - Algebra regularnych vyrazov, vlastnosti
regularnych jazykov, minimalizacia DKA

Ing. Viliam Hromada, PhD.

) C-510
Ustav informatiky a matematiky
FEI STU

viliam.hromada@stuba.sk

3.11.2020



 viliam.hromada@stuba.sk

Algebra regularnych vyrazov
©00000

Algebra regularnych vyrazov

e V praxi nds méze niekedy zaujimat otazka, ¢i vieme regularny vyraz upravit
na jednoduchsi regularny vyraz, popisujuci ten isty jazyk.
e 2 regulérne vyrazy ktoré popisuju ten isty jazyk nazyvame ekvivalentné.
¢ Napriklad:
* ab(a+ b)* + ba(a+ b)*
® (ab+ ba)(a+ b)*
su 2 ekvivalentné regularne vyrazy, pricom ten druhy je jednoduchsi, nez ten
prvy.
¢ Pri zjednodu$ovani regularnych vyrazov si vieme poméct viacerymi
"algebraickymi" vlastnostami regularnych vyrazov.
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Asociativita a komutativita

Nech L, M, N su regularne vyrazy. Platia nasledovné vlastnosti:
1. (komutativita zjednotenia) L+ M =M+ L
2. (asociativita zjednotenia) L+ (M + N) = (L+ M)+ N
3. (asociativita zretazenia) L(MN) = (LM)N
POZOR! Komutativita vo vSeobecnosti neplati pre zretazenie! LM # ML.
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Jednotkové a nulové prvky

Nech L je regularny vyraz. Plati:
1. (jednotkovy prvok zjednotenia) 0, t.j.: L+ 0 =0+ L =L
2. (jednotkovy prvok zretazenia) ¢, t.j.:eL=Le =L
3. (nulovy prvok zretazenia) 0, t.j.: 0L = L) =0
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Distributivhe zakony

Pre regularne vyrazy platia 2 distributivne zakony. Nech L, M, N su regularne
vyrazy. Potom plati:

1. (favy distributivny zakon zretazenia nad zjednotenim) L(M + N) = LM + LN
2. (pravy distributivny zdkon zretazenia nad zjednotenim) (M + N)L = ML + NL
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Idempotenty

Operator sa nazyva idempotent, ak pre vSetky operandy plati, Ze ak sa operator
aplikuje na 2 rovnaké hodnoty, tak vysledok je zase rovnaka hodnota. Pre
regularne vyrazy sa ako idempotent sprava:

¢ (idempotentny zékon zjednotenie) L+ L =L
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Uzaveroveé pravidla

Platia Specialne vlastnosti iteracie:
1. (L) =L~
2. )* ==«
e*=c¢
LT =LL*=L*L
L*=e+ Lt

ok~ w
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Co véetko je regularny jazyk?

e Regularny jazyk je kazdy jazyk, pre ktory existuje koneCny automat (DKA,
NKA, e-NKA) alebo regularny vyraz, ktory ho akceptuje alebo popisuje.
e Pocas poslednych tyzdnov sme sa stretavali s viacerymi prikladmi
regularnych jazykov, napriklad:
* Retazce z a, b zacinajlce prefixom bb, t.j. (bb)(a+ b)*
® Retazce z a, b v tvare a*b*.
® Binarne retazce obsahujuce parny pocet vyskytov symbolu 0, t.j. (1 + 01*0)*
® Binarne refazce predstavujlce Cisla delitefné tromi.
e VZzdy plati, Ze k tymto regularnym jazykom sa da najst aj kone¢ny automat, aj
regularny vyraz.
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Co vSetko je regularny jazyk?
Na zacCiatku semestra sme si spominali suvis kone¢nych automatov s
teoretickou informatikou - koneCny automat je matematicky model
vypoctového zariadenia.
Navrh kone¢ného automatu pre nejaky jazyk je de facto "programovanie”
tohto vypocétového zariadenia.
Napriklad binarne retazce predstavujuce Cisla delitelné tromi su
akceptovatelné nasledovnym DKA:
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To znamena, Ze rozhodovaci problém, Ci je nejaké binarne Cislo delitefné
tromi, je pomocou konecnych automatov riesitefny, pretoze uvedeny DKA sa
da aplikovat na kazdé binarne Cislo a vzdy da spravnu odpoved' &no / nie.
Jedna z klasickych otazok teoretickej informatiky je, ¢i ma nejaky rozhodovaci
problém algoritmus, ktory dokaze pre inStanciu problému v koneénom Case
vratit odpoved ano / nie.

Ak sa bavime o vypoctovych zariadeniach na Urovni koneénych automatov,
tak tu algoritmus = prechodova funkcia automatu.

Existuju vSak rozhodovacie problémy, ktoré sa nedaju riesit na kone¢nom
automate, t.j. nevieme zostrojit kone¢ny automat, ktory by akceptoval jazyk
popisujuci insStancie, pre ktoré je odpoved na rozhodovaci problém "ano".
Teda existuju jazyky, ktoré nie su regularne.
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Priklad neregularneho jazyka

Uvazujme abecedu A= {0,1} ajazyk L = {0™" | n>1}.

e Tento jazyk tvoria retazce, ktoré su tvorené postupnostou nul, za ktorymi
nasleduje postupnost jednotiek, pricom obe Casti si rovnakej dizky,

e | ={01,0011,000111,00001111,0000011111,...}

e Da sa ukazat, Ze sa neda zostrojit' konecny automat (regularny vyraz), ktory
by akceptoval (popisoval) prave tieto retazce.

¢ Teda sa neda zostrojit DKA, ktory by dokazal zistit, ¢i ma na vstupe retazec,
ktory obsahuje rovnaky pocet nul a jednotiek, ktoré su usporiadané v poradi
najprv nuly, potom jednotky.

e Cize rozhodovaci problém M4 tento retazec za sebou idtice nuly a jednotky,
ktorych je rovnako vela? sa neda riesSit na kone¢nych automatoch.
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Zdbvodnenie:

¢ Predpokladajme, ze jazyk L je regularny, teda musi mat kone¢ny automat
A=(Q,X,6,q,F), L(A)=L={0""|n>1}

e Ked'Ze kone€ny automat je kone€ny, tak ma koneény pocet stavov, napr
|Q| = k.

* Keby sme dali na vstup 0 (tofko nul, kolko mé automat stavov), tak musi
nastat, Ze pri Citani ndl sa nejaky stav zopakuije, t.j. po precitani 0’ a ¢/ sa
automat nachadza v nejakom stave q, i # j.

e Ak by sme dali na vstup 0'1/, tak zo stavu g sa predita 1’ a vypocet musi
skoncit v akceptacnom stave (lebo automat akceptuje 0717)

e Avsak, ak dame na vstup 0/1/, automat by rovnako skonéil v akceptaénom
stave, to znamena, ze by akceptoval retfazec, ktory akceptovat hesmie!

e Nastdva SPOR s predpokladom, a teda L nie je regularny.
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Iné priklady neregularnych jazykov

L= {wwf | we {a b}* A wF je zrkladovy obraz retazca w}

L={w|w e {a b}* A wobsahuje rovnaky pocet znakov a a b}

L ={a”| Pje prvotislo }

L predstavuju "dobre-ozatvorkované" vyrazy, t.j. maju korektne umiestneny
rovnaky pocet (,)

Jazyk predstavujuci vSetky syntakticky korektné programy napisané v jazyku
Java

L={a"b"c" | n> 0}
...a vela d'alSich.
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Neregularne jazyky

e Plati teda, ze kone¢né automaty maju svoje "limity" a Ze nie kazdy jazyk L,
ktory si vymyslim, sa da akceptovat kone¢nym automatom.

e Existuju viaceré spdsoby, ako sa da zistit, ¢i sa da k danému jazyku zostrojit
kone¢ny automat - znama je tzv. pumpovacia lemma, pomocou ktorej sa da
niekedy ukazat, Ze jazyk nie je regularny.

e My si len uvedieme motivacny priklad, preco sa nedaju kone¢né automaty
pouzit pre niektoré jazyky.
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Limity koneCnych automatov

Uvazujme 2 jazyky nad abecedou A = {a, b}. Zapis fa(w) znamena "pocet
vyskytu symbola a v retazci w:
1. Ly ={w e {a, b}" [ fa(w) = §p(w) mod 3}
2. L ={we{a b} |fa(w) = tp(w)}
® Pre jazyk Ly vieme zostrojit KA fahko - pomocou stavov kone¢ného automatu
si vzdy vieme pamatat, aky bol pocet precitanych (a mod 3), aky bol pocCet
precitanych (b mod 3) a zaroven stav, v ktorom su pocty rovnaké mod 3, bude
akceptacny. Kedze zvySky po deleni 3 st len 0, 1, 2, tym padom je pocet
moznych situécii konecny
e Vjazyku L, potrebujeme pocitat a a b, avSak pocet nie je zhora obmedzeny.
Preto nem6zeme pouzit’ stavy kone¢ného automatu na pocitanie symbolov!
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Vybrané uzaverové vlastnosti regularnych jazykov

Nech L4, L, su 2 regularne jazyky nad abecedou A. Medzi
jednoduch8ie-dokazatelné vlastnosti patria tieto:

1. Zjednotenie Ly U L, je regularny jazyk.

. Zretfazenie L4L; je regularny jazyk.

lteracia L] je regularny jazyk.

Doplnok jazyka (komplement) L1C je regularny jazyk.
Prienik Ly N Ly je regularny jazyk.

® oA N

Rozdiel L; \ L, je regularny jazyk.
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Dokazy
Dékazy tvrdeni, Zze ak L4, Lo su regularne jazyky, tak potom
1. Zjednotenie Ly U L, je regularny jazyk.
2. Zretazenie L{L; je regularny jazyk.
3. lteracia Lj je regularny jazyk.
su trividlne. Staci si uvedomit, Ze ak Ry, R su regularne vyrazy pre jazyky Ly, Lo,
tak potom
1. Regularny vyraz Ry + R> je regularny vyraz popisujuci jazyk Ly U Lo, a teda
Ly U Ly je regularny.
2. Reguléarny vyraz R R. je regulérny vyraz popisujuci jazyk LiL,, a teda L{L; je
regularny.
3. Regularny vyraz Ry je regularny vyraz popisujuci jazyk L, a teda Lj je
regularny.
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Dokaz regularity komplementu

Nech A je abeceda a L4 je regularny jazyk nad touto abecedou. Nech L1C je
komplement jazyka Lq, t.j. jazyk LS = A"\ L.

Jazyk L? je teda jazyk, ktory tvoria vSetky retazce nad abecedou, kioré
nepatria do jazyka L.

Napriklad ak A = {a, b}, L1 = a(a+ b)*, t.j. vSetky retazce zacinajuce a, tak
potom LS = ¢ + b(a + b)*, teda vietky retazce zatinajuce b alebo prazdny
retazec.
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Dokaz regularity komplementu

Neformalny dékaz Nech A je DKA, ktory akceptuje jazyk L. Ak zostrojime
automat AC tak, ze:

e Kazdy akceptacny stav ozna¢ime ako neakceptacny.
e Kazdy neakceptacny stav ozna¢ime ako akceptacny.

Dostavame prave automat, ktory akceptuje jazyk L1C. Musi platit, Ze automat A je
uplny, t.j. pre kazdy stav su definované prechody pre v&etky symboly.
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Dokaz regularity prieniku

Nech L4, L, su regularne jazyky. Chceme dokazat, ze aj L1 N L, je regularny jazyk.
Mame 2 moznosti:
* Plati, ze Ly N Ly = (LY U LS)C, t.j. prienik vieme dostat pomocou zjednotenia
a doplnku. A kedze uz vieme, Ze zjednotenie aj doplnik zachovavaju
regularitu, aj prienik 2 regularnych jazykov je teda regularny jazyk.
¢ Pouzijeme konstrukciu kone¢ného automatu pre jazyk Ly N L, z d'alSieho
slajdu.
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Konstrukcia DKA pre Ly N Lo

Nech L4, L, su 2 regularne jazyky nad abecedou X a Aq, As su ich DKA, t.].
L(A1) = L1, L(A2) = Lo. Ay = (Q41,X%,01,Q01, F1), A2 = (Qe, X, 02, Qoz, F2)
e Zostrojime DKA, ktory bude pocas svojej Cinnosti sledovat, ako sa spravaju
paralelne DKA Ay a As. Inymi slovami, bude stuc¢asne simulovat Cinnost ako
Aq, tak aj Ao.
e V situacii, ze by A aj Ao suCasne akceptovali vstupny retazec, bude aj
vysledny automat signalizovat’ akceptaciu.
e Podobny princip sme pouzili na prednaske Cislo 2, kde sme vytvorili automat
pre e-penazny systém z automatov pre banku, obchod a zakaznika.
e Formalne zostrojime automat: (Q; x Qo, X, 4, (901, Qo2), F1 x F2), kde
5((:07 Q), a) = (51 (pv a)a (52((:], a))
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Priklad
Nech Ly = a*b*, L, = {w € {a,b}* | ﬁa( = 0 mod 2}. Zostrojte DKA pre Ly N L,.

S

E @p@%
L G

o Ry @ >@—
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Doékaz regularity rozdielu

Nech Ly, Lo su regularne jazyky. Ak chceme dokazat, Ze ich (mnozinovy) rozdiel
Lq\ L je tiez regularny jazyk, staCi nam ukazat, Ze rozdiel vieme popisat
pomocou inych operacii, o ktorych vieme, Ze zachovavaju regularitu:

e Z teGrie mnozin je zrejmé, Ze plati: L1\ Lo = L1 N ch.

¢ Ak by sme teda napriklad chceli najst DKA pre L \ Lo, tak najprv najdeme

DKA pre Ly, Lo.
* Nasledne najdeme DKA pre LS podra navodu zo slajdov pre komplement.
* A nésledne zostrojime DKA pre Ly N LS podfa navodu zo slajdov pre prienik.
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Suhrn modelov regularnych jazykov

Povedali sme si, Ze regularne jazyky vieme popisat’:

e Deterministickym koneCnym automatom

¢ Nedeterministickym koneCnym automatom

e c-nedeterministickym koneCnym automatom

* Regularnym vyrazom
Taktiez sme si povedali, akymi roznymi spésobmi vieme medzi sebou tieto
reprezentacie konvertovat':

¢ Subset-konstrukcia prevedie c-NKA alebo NKA na DKA (prednésky 3, 4)

e Qdstranovanie stavov prevedie DKA na regularny vyraz (prednaska 5)

e Konverzia regularneho vyrazu na e-NKA postupnou konstrukciou e-NKA na
zaklade operatorov zjednotenie, zretazenie, iteracia v regularnom vyraze
(prednaska 5)
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Rozhodovacie problémy regularnych jazykov

S tedriou formalnych jazykov Uzko suvisi viacero rozhodovacich problémov. Medzi
dolezité problémy s praktickymi implikaciami patria aj tieto:

e Jejazyk L prazdny, t.j. L = (7

¢ Plati pre nejaky retazec w a jazyk L, Zze w patri do jazyka L ?

e SuU dva jazyky L4, Lo ekvivalentné? T.j. plati L1 = L, ?
Tieto otazky maju zmysel najma v pripade, Ze sa bavime o nekonecnych
jazykoch. Existuju triedy jazykov, pre ktoré sa da ukazat, Ze neexistuje
algoritmus, ktory by pre ne dané problémy vedel riesit.

AvSak plati, Ze ak uvazujeme regularne jazyky, tak vSetky tri uvedené problémy
maju pre regularne jazyky algoritmy, ktoré ich vedia riesit.
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Rozhodovaci problém prazdnosti (emptiness problem)

e "Emptiness problem" je rozhodovaci problém formalneho jazyka, kde sa pre
jazyk L pytame, Ci je prazdny, t.j. &iL =07

e Mame k dispozicii reprezentaciu jazyka a pytame sa, ¢i vieme z danej
reprezentacie zistit, Ci je jazyk prazdny alebo nie.

® Pre regularne jazyky sme doteraz uvazovali ich reprezentécie vo forme
konecCnych automatov alebo regularnych vyrazov

e D4 sa ukazat, ze pre regularne jazyky existuje algoritmus, ktory vie zistit, Ci
je dany jazyk prazdny alebo nie. Vychadzame z toho, Zze ku kazdému
regularnemu jazyku existuje DKA, ktory ho vie akceptovat'.
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RieSenie emptiness problému z DKA

Ak mame dany nejaky regularny jazyk koneénym automatom, to, &i je prazdny,
zistime nasledovnym sposobom:

e Aby jazyk nebol prazdny, musi akceptovat nejaky retazec.

e Teda v DKA musi existovat cesta z pociatocného stavu do niektorého z
akceptacnych stavov.
e Jednoduchy rekurzivny algoritmus je rieSenie tohto problému je nasledovny:

1. Zakladny krok: Pociato¢ny stav je urcite dosiahnutelny z pociatoéného stavu.
2. Rekurzivny krok: Ak stav g je dosiahnutelny z pociato¢ného stavu a existuje z
neho prechod do stavu p (na lubovolny symbol), tak aj p je dosiahnutelny z

pociatocného stavu.

¢ Ak je v mnozine stavov dosiahnutefnych z poc¢iato¢ného stavu aspon jeden
akceptacny stav, tak jazyk nie je prazdny. V opacnom pripade je prazdny.
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Priklad

Zistite, Ci je jazyk akceptovany nasledovnym DKA prazdny:

e Je zrejmé, ze je dosiahnutelny pociatoCny stav qp.

¢ Z neho su d'alej dosiahnutelné stavy gy, gs. Z nich uz dalej nic.

¢ Dosiahnutelné stavy z pociatoc¢ného stavu su teda {qo, g1, g3 }. Ked'ze ani
jeden akceptacny stav tam nie je, jazyk je prazdny.
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Priklad

Zistite, Ci je jazyk akceptovany nasledovnym DKA prazdny:

e Je zrejmé, ze je dosiahnutelny pociatoCny stav qp.
* Z neho su dalej dosiahnutefné stavy g1, gs. Z g je d'alej dosiahnutelny q..

¢ Dosiahnutelné stavy z pociatoc¢ného stavu su teda {qo, g1, @2, g3 }. Ked'ze sa
tam nachadza aj akceptacny stav qo, jazyk nie je prazdny
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Rozhodovaci problém prislusnosti (membership problem)

¢ "Membership problem" je rozhodovaci problém formalneho jazyka, kde sa pre
jazyk L a retazec w pytame, Ci retazec w patri do jazyka L, t.j. Ci w € L.

e V pripade, Ze je jazyk regularny, znamena to, ze je dany kone¢nym
automatom alebo regularnym vyrazom.

e V pripade, Ze je jazyk dany kone¢nym automatom, tento problém vieme rieSit
jednoduchym vypoctom prislusného kone¢ného automatu, t.j. dame na jeho
vstup retazec w a sledujeme, ako dany KA spracuje retazec w a ¢i skonéi /
neskonci v akceptacnom stave, a teda, Ci w patri / nepatri do jazyka.

¢ V pripade, Ze je jazyk dany regularnym vyrazom, vykoname konverziu
regularneho vyrazu na konecny automat a aplikujeme postup z
predchadzajuceho bodu.
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Rozhodovaci problém ekvivalencie (equivalence problem)

e "Equivalence problem" je rozhodovaci problém, v ktorom sa pytame, Ci 2
reprezentacie formalnych jazykov L a L, popisuju ten isty jazyk, t.j. Ci
Ly = Lo.

¢ V pripade regularnych jazykov plati, ze tento problém ma algoritmus, ktory
ho riesi.

* Riesenie tohto problému si ukazeme na situacii, ze su obe reprezentacie
jazykov dané koneCnym automatom.

¢ V pripade, Ze by boli obe reprezentacie dané regularnymi vyrazmi, tak z nich
najprv vyrobime DKA a nasledne aplikujeme uvedeny algoritmus.

¢ Najprv si vSak povedzme nieco o ekvivalencii stavov DKA.
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Ekvivalencia stavov v DKA

e Uvazujme nasledovny problém: da sa v nejakom DKA zistit, i sa 2 r6zne
stavy "spravaju rovnako" z hfadiska akceptéacie retazcov?

¢ Ak ano, tak potom by sa 2 stavy nejakého deterministického kone¢ného
automatu p a g mohli nahradit jednym stavom, ktory sa bude spravat ako p a
g sucasne, pretoze by to nezmenilo jazyk akceptovany automatom.
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Ekvivalencia stavov v DKA
Napriklad uvazujme nasledovny DKA:

a b
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Vidime, ze stavy g3 a g4 maju ta vlastnost, ze:

Su oba akceptacné

Uvazujme, Ze sa pocas vypoctu ocitneme v stave gz a chceme este docitat
do konca retfazec w.

UvaZujme, ze sa pocas vypoctu ocitneme v stave g4 a chceme este docitat
do konca retazec w.
Oba stavy maju tu vlastnost, Ze:
® Ak w je postupnost b*, tak po jej preCitani budem stale v akceptatnom stave,
t.j. cely vstup by som akceptoval.
* Ak w je postupnost s aspofi jednym a, tak prejdem do stavu gs a cely vstup by
som neakceptoval.
To znamen4, ze z hladiska akceptacie retazcov v celom DKA hraju stavy
g3, 9+ ekvivalentnu Ulohu. Neexistuje retazec w, ktory by mal ti vlastnost,
Ze ak ho spracujem z gz, tak skon€im v akceptacnom stave, ale ak by som ho
spracoval z g4 tak neskonCim v akceptaénom stave - a naopak.
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Ked' viem, ze stavy g3 a g4 su ekvivalentné, mézem si polozit otazku, ¢i nahodou
v automate nie je esSte ina dvojica stavov, ktora sa sprava "rovnako". Napriklad gy
aqgo.

Oba g4, g- su neakceptacné.
Uvazujme, Ze sa pocas vypoctu ocitneme v stave g; a chceme este docitat
do konca retazec w.
Uvazujme, Ze sa pocCas vypoctu ocitneme v stave g» a chceme este docitat
do konca retazec w.
Oba stavy maju tu vlastnost, Ze:
* Ak w je postupnost a*, tak po jej precitani budeme v oboch pripadoch v
neakceptaénom stave, t.j. cely vstup by sme neakceptovali.
* Ak w je postupnost zacinajuca a*b tak z g; prejdeme do gz a z g» do q4. Kedze
vieme, Ze g; a q4 sa spravaju rovnako, tak pre w sa budu spravat rovnako g; a
Q2.
To znamend, Ze z hfadiska akceptacie retazcov v celom DKA hraju stavy
g1, G- ekvivalentnu Ulohu. Neexistuje retazec w, ktory by mal ta vlastnost,
Ze ak ho spracujem z gy, tak skon€im v akceptacnom stave, ale ak by som ho
spracoval z g, tak neskonéim v akceptaénom stave - a naopak. 36/92




Vlastnosti regularnych jazykov
0000000000000 0000000000000000e0000000000000000000000000000000000000000

Ekvivalencia stavov v DKA

Dva stavy pa q DKAA nazyvame ekvivalentné, ak pre ne plati, ze pre vSetky
vstupné retazce w: o(p, w) je akceptacny stav vtedy a len vtedy, ak i(q, w) je
akceptacny stav

Inymi slovami, nedokazeme rozlisit’ stavy p a g tym, Ze by alebo zo stavu p,
alebo zo stavu g spustili vypocet pre retazec w a pytali sa, ¢i sme skongili v
akceptacnom stave, alebo nie.

V takom pripade totizto oba stavy hraju presne tu ista ulohu pri akceptéacii
retazcov a teda je mozné oba stavy nahradit jednym, ktory bude robit to isté.
Ak 2 stavy nie su ekvivalentné, hovorime, ze su odliSitelné. Tj. existuje
aspon jeden retazec w, taky, Ze 6(p, w) je akceptaény stav a §(q, w) nie je
akceptacny stav, alebo naopak.
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Priklad

Uvazujme DKA na obrazku ([1]):
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Priklad

Z obrazka je zrejmé, ze napriklad:

e Stavy A, C nie su ekvivalentné, t.j. ti odliSitelné, pretoze A nie je
akceptaépy stav a C je akceptacny stav, a teda pre prazdny retazec w = ¢
plati, ze 0(A, ¢) nie je akceptacny stav a /(C, ¢) je akceptacny stav.

¢ Podobne su odliSitefné dvojice (B, C), (C, D), (C,E), (C,F), (C, G), (C, H).

¢ Dvojica (A, Q) je neodlisitelna retazcami €, 0, 1, avSak je odliSitelna retazcom
01, pretoze 0(A, 01) je akceptacny stav a (G, 01) nie je akceptacny stav.
Teda aj tato dvojica nie je ekvivalentna.
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Priklad

Z obrazka je d'alej zrejmé, Ze napriklad:
¢ Dvojica (A, E):

* nie je odlisitelna ¢ (lebo oba su neakceptacné).

* pre retazce zadinajlice jednotkou, w = 1x, bude urgite (A, 1x) = §(E, 1x), teda
ani tie neodliSia stavy A, E

® Retazce zacinajlce nulou sice urobia to, Ze zo stavu A sa po prvej nule automat
dostane do B a zo stavu E sa dostane do H, av§ak vidime, zZe stavy B a H majl
tu vlastnost, Ze sa z nich ide do rovnakych stavov ako na 0, tak na 1, ateda v
kone¢nom dbsledku neexistuje ani retazec zacinajuci nulou, ktory by odlisil
stavy Aa E

¢ Dvojica (A, E) je teda v tomto automate ekvivalentna a je teoreticky mozné
oba stavy nahradit’ jednym stavom.

e Takto m6zeme vySetrit vSetky dvojice stavov v automate.
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Ekvivalencia stavov

Ak mame teda dany DKA A = (Q, ¥, 0, Qo, F), tak v hom mébzeme zistit pre vSetky
dvojice stavov, ¢i su ekvivalentné alebo nie pomocou nasledovného algoritmu,
zvaneého aj table-filling algorithm:
1. (Zakladny krok:) Ak p je akceptacny stav a g nie je akceptacny stav, par
(p, @) nie je ekvivalentny
2. (Rekurzivny krok:) Nech p a g su také stavy, ze pre vstupny symbol a plati,
zer=4(p,a)as=4(q,a)su nie su ekvivalentné. Potom ani p a g nie su
ekvivalentné.
Rekurzivny krok musi platit, pretoZe ak vieme, Ze r a s su odliSitefné, a teda
existuje retazec w taky, ze len 1 z dvojice 5(r, w),d(s, w) je akceptaény stav,
potom logicky len 1 z dvojice §(p, aw), 5(q, aw) musi byt akcepta&ny stav.
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Ekvivalencia stavov

Da sa formalne ukazat, uvedeny algoritmus spravne rozpozna v kazdom DKA
ekvivalentné a odliSitelna stavy, t.j. ze plati veta:

Veta
Ak table-filling algoritmus neodlisi 2 stavy, tieto 2 stavy su ekvivalentné.
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Priklad

Znovu uvazujme DKA:

Najdeme dvojice ekvivalentnych stavov.
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Budeme vypifat nasledovnu tabulku, do ktorej budeme znagit, ktoré stavy su
odlisitelné (preto table-filling algorithm):

TOTMOO @

A B C D EF G
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Najprv vyplnime tie stavy, o ktorych vieme, ze su urCite odliSitelné - akceptacny
stav C od neakceptacnych stavov:

X | X

TOTTMOO®

O] X| X| X| X| X

D E F G
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Teraz vezmeme nejaky par, o ktorom sme zistili, Ze je odliSitefny - napriklad (B, C)
a v DKA sledujeme:

e Z akych stavov ideme do B na symbol 0: A
e Z akych stavov ideme do C na symbol 0: D, F.
KedZe (B, C) su odliSitelné, budu odliSitefné aj (A, D) a (A, F).

Z akych stavov ideme do B na symbol 1: ziadne
Z akych stavov ideme do C na symbol 1: B, C, H.

Kedze do B na symbol 1 nejdeme zo ziadneho stavu, v tomto kroku sme
nezistili ni¢.

Zistenia zapiSeme do tabulky.
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Zaroven v tabulke oznacim par, ktory sme uz "vyS8etrili", t.j. (B, C).

TOTMMOOm

Of X| X| X| X| X

D E F G
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Vezmime d'al$i nevySetreny odliSitelny par - napriklad (A, C) a v DKA sledujeme:
e Z akych stavov ideme do A na symbol 0: C
e Z akych stavov ideme do C na symbol 0: D, F.
e KedZe (A, C) su odlisitelné, budu odliSitefné aj (C, D) a (C, F). To vS8ak uz
vieme...

e Z akych stavov ideme do A na symbol 1: Ziadne
e Z akych stavov ideme do C na symbol 1: B, C, H.

e Kedze do A na symbol 1 nejdeme zo Ziadneho stavu, v tomto kroku sme
nezistili nic.

¢ NiC sme nezistili, akurat si oznacime, Ze sme vySetrili dvojicu (A, C).
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ITOTTMmMOO @

O X| X| X| X| X

D E F G
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Vezmime d'al$i nevySetreny odliSitelny par - napriklad (A, D) a v DKA sledujeme:
e Z akych stavov ideme do A na symbol 0: C
e Z akych stavov ideme do D na symbol 0: Ziadne

e Kedze do D na symbol 0 nejdeme zo ziadneho stavu, v tomto kroku sme
nezistili nic.

e Z akych stavov ideme do A na symbol 1: Ziadne
e Z akych stavov ideme do D na symbol 1: Ziadne

e Kedze do A na symbol 1 nejdeme zo Ziadneho stavu, v tomto kroku sme
nezistili nic.

¢ Ni¢ sme nezistili, akurat si ozna¢ime, Ze sme vySetrili dvojicu (A, D).

50/92



Algebra regularnych vyrazov  Vlastnosti regularnych jazykov Minimalizacia konecnych auton
000000 0000000000000000000000000000000000000000000800000000000000000000000000 V0000000000000

ITOTTMmMOO @

O X| X| X| X| X

D E F G
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Vezmime d'al$i nevySetreny odliSitelny par - napriklad (C, D) a v DKA sledujeme:
e Z akych stavov ideme do C na symbol 0: D, F
e Z akych stavov ideme do D na symbol 0: Ziadne

e Kedze do D na symbol 0 nejdeme zo ziadneho stavu, v tomto kroku sme
nezistili nic.

Z akych stavov ideme do C na symbol 1: B, C, H
Z akych stavov ideme do D na symbol 1: Ziadne

Kedze do D na symbol 1 nejdeme zo ziadneho stavu, v tomto kroku sme
nezistili nic.

¢ Ni¢ sme nezistili, akurat si oznacime, Ze sme vySetrili dvojicu (C, D).
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ITOTTMmMOO @

O X| X| X| X

D E F G
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Vezmime d'al$i nevySetreny odliSitelny par - napriklad (C, E) a v DKA sledujeme:
e Z akych stavov ideme do C na symbol 0: D, F
e Z akych stavov ideme do E na symbol 0: Ziadne

Kedze do E na symbol 0 nejdeme zo ziadneho stavu, v tomto kroku sme
nezistili ni¢.

Z akych stavov ideme do C na symbol 1: B, C, H
Z akych stavov ideme do E na symbol 1: G

Nasli sme teda odliSitefné dvojice stavov (B, G), (C, G) a (G, H). Tie, ktoré
eSte nemame, si zaznaCime do tabufky.
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ITOTTMmMOO @

O X| X| X
X
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Vezmime d'al$i nevySetreny odliSitelny par - napriklad (A, F) a v DKA sledujeme:
e Z akych stavov ideme do A na symbol 0: C
e Z akych stavov ideme do F na symbol 0: Ziadne

e Kedze do F na symbol 0 nejdeme zo Ziadneho stavu, v tomto kroku sme
nezistili nic.

Z akych stavov ideme do A na symbol 1: Ziadne
Z akych stavov ideme do F na symbol 1: A, E

Kedze do A na symbol 1 nejdeme zo ziadneho stavu, v tomto kroku sme
nezistili nic.

Tak si aspon v tabufke zaznaCime, Ze sme vySetrili (A, F).
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ITOTTMmMOO @

O X| X| X
X
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Vezmime d'al$i nevySetreny odliSitelny par - napriklad (C, F) a v DKA sledujeme:
Z akych stavov ideme do C na symbol 0: D, F

Z akych stavov ideme do F na symbol 0: ziadne

Kedze do F na symbol 0 nejdeme zo Ziadneho stavu, v tomto kroku sme
nezistili ni¢.

Z akych stavov ideme do C na symbol 1: B, C, H
Z akych stavov ideme do F na symbol 1: A E

Dostavame odlisSitefné pary (A, B), (B, E), (A, C),(C, E), (A, H), (E, H). Ktoré
esSte nemame v tabulke, tak zaznaéime.
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TOTMOO®
X

> X
us]

O X| X
m| X<
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Vezmime d'al$i nevySetreny odliSitelny par - napriklad (A, B) a v DKA sledujeme:
e Z akych stavov ideme do A na symbol 0: C
e Z akych stavov ideme do B na symbol 0: A
¢ QOdlisitefné su teda (A, C). Ale to uz vieme.

e Z akych stavov ideme do A na symbol 1: Ziadne
e Z akych stavov ideme do B na symbol 1: Ziadne
e NiC sme nezistili. Tak aspon zaznacCime (A, B) ako vySetreny.
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TOTMOO®
X

> X
us]

O X| X
m| X<
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VySetrenim paru (B, E) nedostaneme ni¢ nové, lebo do E nejdu prechody na 0 a
zase do B nejdu prechody na 1:

TOTMMOO®

> X
o

O] X| X
mj X<
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VySetrenim paru (B, G) dostaneme pre symbol 0 odliSitelné pary
(A, B), (A, G), (A, H) Znich (A, G) eSte nemame. Pre symbol 1 nedostaneme nic.
VSetko zaznadéime v tabulke.

TOTMMOO®W

| X| X
O X| X
mf X<
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VySetrenim paru (A, G) dostaneme pre symbol 0 odliSitelné pary
(C,G),(B,C),(C, H). Tu teda ni¢ nové. Pre symbol 1 nedostaneme ni¢. VSetko
zaznacime v tabulke.

TOTMMOO®W

| X
w

O X| X
mj X<
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Vezmime d'al$i nevySetreny odliSitelny par - napriklad (C, G) a v DKA sledujeme:
e Z akych stavov ideme do C na symbol 0: D, F
e 7 akych stavov ideme do G na symbol 0: B, G, H

Odlisitefné sa teda (B, D), (B, F), (D, G), (F, G), (D, H), (F, H).

Z akych stavov ideme do C na symbol 1: B, C, H
Z akych stavov ideme do G na symbol 1: D, F
Odlisitelné su (B, D), (B, F),(C, D), (C,F),(D,H),(F, H).

e Zaznacime si nové odliSitelné stavy a vySetreny (C, G).
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TOTMOO@

> X
ve

O] X
| X| X
m| X<
M| X| X
O X
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Vysetrenim (B, D) neziskame ni¢ nove.

TOTMMOO®

| X
w

o] X
| X| X
m| X<
M| X| X
O X
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VySetrenim (B, F) neziskame ni€ nové.

TOTMMOO®

| X
w

o] X
| X| X
m| X<
M| X| X
O X
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Vysetrenim (D, G), resp. (D, H) neziskame ni¢ nové.

B
C
D
E
F
G
H

(@]P¢
o

m| X<
M| X| X
@ X

X
A B
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Vezmime d'al$i nevySetreny odliSitelny par - napriklad (F, G) a v DKA sledujeme:
e Z akych stavov ideme do F na symbol 0: Ziadne
e 7 akych stavov ideme do G na symbol 0: B, G, H
¢ Tu nezistim nic.

Z akych stavov ideme do F na symbol 1: A, E
Z akych stavov ideme do G na symbol 1: D, F
Odlisitelné su (A, D), (D, E), (A, F),(E, F).

e Zaznacime si nové odliSitelné stavy a vySetreny (F, G).

70/92



Algebra regularnych vyrazov  Vlastnosti regularnych jazykov Minimalizacia konecnych auton
000000 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000e000000 V0000000000000

>

TOTMOO@
X

> X
w
O] X
O
m| X<
M| X
Q| <
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Vezmime d'al$i nevySetreny odliSitelny par - napriklad (E, F) a v DKA sledujeme:
Z akych stavov ideme do E na symbol 0: Ziadne

Z akych stavov ideme do F na symbol 0: Ziadne

Tu nezistime nic.

Z akych stavov ideme do E na symbol 1: G
Z akych stavov ideme do F na symbol 1: E, A
Odlisitelné su (E, G), (A, G).

e Zaznacime si nové odliSitefné stavy a vySetreny (E, F).
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TOTMOO@
X

> X
w

O] X
O

m| x| X
M| X
Q| <
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Dalej by sme zistili, Ze analyzou ostatnych parov nam uz nepribudnt ziadne nové
odlisitefné stavy. Tabulka by teda mala finalnu podobu:

TOTMOO®

|

A B CDEF G

V tabulke je teda signalizované, ze pary (A, E), (B, H) a (D, F) predstavuju
ekvivalentné stavy.
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Rozhodovaci problém ekvivalencie (equivalence problem)

¢ Vratme sa teraz k problému ekvivalencie. Uvazujme, Zze mame 2 DKA Ay, Ao,
ktoré akceptuju nejaké jazyky Li, Lo. Chceme zistit, Ci s jazyky oboch
automatov ekvivalentné, t.j. L(A1) = L(Az).

¢ Na rieSenie tejto ulohy vieme pouzit algoritmus ekvivalencie stavov.

e Uvazujme, ze zostrojime z automatov Ay, A, vacsi automat tak, ze len
zjednotime stavy oboch automatov. Zachovame prechodové funkcie,
pociatocné a akceptacné stavy.

¢ V tomto novom automate vySetrime ekvivalencie stavov. Ak nastane situacia,
Ze pociatocny stav qp1 automatu Ay bude ekvivalentny pociato€nému stavu
Qo2 automatu A,, znamena to podla definicie, ze S(qm, w) je akceptacny stav
prave pre tie isté refazce, ako je §(goz, w). To viak logicky znamena, ze
akceptuju prave tie isté retfazce.
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Priklad

Chceme zistit, Ci automaty na obrazku ([1]) akceptuju ten isty jazyk. Prvy automat
pozostéava zo stavov A, B, druhy zo stavov C, D, E

Start 1
)
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Tvarime sa, Ze su oba sucastou jedného velkého automatu a spustime algoritmus
na hfadanie ekvivalentnych stavov. Vysledkom je tabufka:

B |x

C x

D X

E |x X | x
A B C D

Z tabulky vidime, ze oba pociato¢né stavy oboch automatov boli oznacené ako
ekvivalentné (v tabulke nie je x pri stavoch A a C). Znamena to teda, Ze oba
automaty su ekvivalentné, t.j. akceptuju ten isty jazyk.
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Minimalizacia konec¢nych automatov

e Ekvivalencia stavov ma okrem ekvivalencie automatov d'alSie délezité
pouzitie.

¢ Umoznuje konstrukciu minimalneho DKA, t.j. kone¢ného automatu, ktory ma
najmensi mozny pocet stavov.

e Ak zistime, ktoré automaty v DKA su ekvivalentné, moézeme ich nahradit
jednym stavom, ¢im sa nam podari znizit pocet stavov.

* Problém najdenia minimélneho automatu ma prakticky vyznam vSade tam,
kde je potrebné optimalizovat' zdroje.
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Minimalizacia konec¢nych automatov

Algoritmus minimalizacie zadaného DKA ma 2 hlavné kroky:
1. Najprv sa odstrania z automatu vSetky nedosiahnutelné stavy.

2. Nasledne sa pre automat zostroji tabulka ekvivalentnych stavov. Tie stavy,
ktoré su oznaCené ako ekvivalentné, sa nahradia jednym novym stavom.
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Ekvivalencia stavov

Uvadzame tu zaujimavy fakt pre znalcov diskrétnej matematiky: ak si
zadefinujeme relaciu na mnozine stavov tak, ze 2 stavy su v relacii vtedy, ak su
ekvivalentné, tak tato relacia je:

e reflexivna
e symetricka
e tranzitivna
Preto triedy ekvivalencie stavov tvoria aj rozklad mnoziny stavov.
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Ekvivalentné stavy sa na z&klade toho, ktory je s ktorym ekvivalentny, daju

zoskupit do blokov. V naSom priklade:

B | x

C

D

E | x X | x
A B C D

vznikna bloky: {A, C, D}, {B, E}.
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V prvom priklade sme mali ekvivalenciu stavov:

TOTMOO®

|

ABCDTETFG
tj. vznikna bloky: {A, E}, {B, H},{C},{D, F},{G}

Minimalizécia konecnych auton
0000@0000000000
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Algoritmus minimalizacie DKA

Nech je dany DKA A= (Q, %, 4, qo, F), ktory chceme minimalizovat, t.j. najst k
nemu ekvivalentny minimalny automat B.

1. Pouzi table-filling algoritmus na néjdenie tabulky ekvivalencie stavov.

2. Rozdel mnozinu Q stavov do blokov vzajomne ekvivalentnych stavov podfa
ekvivalencii.

3. Stavy minimalneho automatu budu predstavovat' bloky ekvivalentnych stavov.
Prechodova funkcia ~ je definovana nasledovne. Nech S je blok
ekvivalentnych stavov, a je vstupny symbol. Musi existovat blok T taky, ze
d(p,a) € T pre véetky p € S. Potom ~v(S,a) =T.

4. PocCiatoCny stav B je ten blok, ktory obsahuje pociatoCny stav A.

5. Akceptacné stavy B su tie bloky, ktoré obsahuju akceptacné stavy A.
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Minimalizacia

Inymi slovami, stavy automatu sa nahradia blokmi ekvivalentnych stavov, pricom
sa prislusne upravi aj prechodova funkcia.

VSetko sa teda udeje na zaklade ekvivalencie stavov.
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Priklad

Minimalizujte DKA:




Minimalizécia konecnych auton
00000000 e000000

Tento automat neobsahuje nedosiahnutelné stavy. Preto pristupime ku konstrukcii
tabulky ekvivalentnych stavov (tU sme uz robili, preto ju tu rovno uvediem):

TOTTMOO®

A B CDE F G
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Z tabulky je zrejmé, ze bloky ekvivalentnych stavov su:
* {AE}
* {B,H}
* {D,F}
* {C}
* {G}.
Tieto bloky budu teda predstavovat’ stavy minimalneho automatu. Pociato¢ny stav

bude blok s poCiatoCnym stavom, t.j. {A, E}, akceptacné stavy budu bloky s
akceptacnymi stavmi, t.j. {C}. Vysledny minimalny automat bude ([1]):
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Priklad

Minimalizujte automat:

89/92



Tabulka ekvivalencii stavov by vyzerala nasledovne:

qi
g2
q3
q4
a5

Minimalizécia konecnych auton
000000000000 e00

X

X

X | X | X

X | X | X

X | X | X | X | X \
q0 g1 g2 g3 g4
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Teda bloky ekvivalentnych stavov su:

* {qo}
* {q1,q2}
¢ {q37q4}

° {gs}
A vysledny minimalny DKA:

Start
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