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Bezkontextove jazyky

Doteraz sme sa bavili o regularnych jazykoch, teda o jazykoch popisatelnych
KA alebo regularnymi vyrazmi

V prenesenom slova zmysle $lo o rozhodovacie problémy, pre ktoré existovali
vypocCtové zariadenia (algoritmy) schopné riesit ich pre r6zne instancie.

Na poslednej prednaske sme si povedali, ze existuju rozhodovacie problémy,
ktoré nie su rieSitelné na kone¢nych automatoch - tzv. neregularne jazyky.

V&cSiu triedu jazykov, nez regularne, tvoria tzv. bezkontextové jazyky.
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Bezkontextove jazyky

* Problematika bezkontextovych jazykov zohrava vyznamna ulohu pri
prekladacoch, ked'ze umoznuje zostrojit prekladaCe pre rézne programovacie
jazyky bez toho, ze by tieto museli byt "Sité na mieru".

e Taktiez zohravaju délezitu ulohu pri popise formatov dokumentov cez tzv.
DTD (document-type definition) zname pri XML schémach.
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Bezkontextove jazyky

Bezkontextové jazyky su (znovu) len typy jazykov (t.j. mnozin retazcov nad
nejakou abecedou).

e Akuréat, Zze na rozdiel od regularnych jazykov su bezkontextové jazyky
"v8eobecnejSie", resp. patria sem aj také mnoziny jazyky, ktoré nepatrili do
regularnych jazykov, napr. 071",

® Znovu sa teda budeme bavit' 0 nejakych mnozinach retazcov, ktoré vieme
popisat nejakym formalnym spésobom, napriklad zariadenim, ktoré ich
akceptuje - v tomto pripade to budl tzv. zasobnikové automaty.

e Bezkontextové jazyky su taktiez jazyky, ktoré su popisatelné pomocou
pravidiel ich vytvarania - tzv, bezkontextovymi gramatikami.
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Bezkontextove gramatiky

e Uvazujme prirodzené jazyky, napr. slovensky jazyk.
e Kazda (spisovnd) zrozumitelna veta v slovenskom jazyku by mala spifiat
pravidla slovenského jazyka - tzv. gramatiku.

e Typicky napriklad hola veta v slovenskom jazyku pozostava z prisudzovacieho
skladu.

® Prisudzovaci sklad je tvoreny podmetom a prisudkom.

e Podmet je vacsinou podstatné meno.

® Prisudok je sloveso.

¢ Podstatné men4 su napriklad {mama, otec }; slovesé su {vari, Cita }.
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T.j. "gramatické pravidla" tvorby holej vety z predchadzajuceho slajdu by sme
vedeli zapisat nasledovne:

1. <Hola veta> — <Prisudzovaci sklad>

2. <Prisudzovaci sklad> — <Podmet> <Prisudok>
<Podmet> — <Podstatné meno>

<Prisudok> — <Sloveso>

<Podstatné meno> — Mama

<Podstatné meno> — Otec

<Sloveso> — vari

<Sloveso> — Cita

© N o o~
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e Na uvedenych 8 bodov by sme sa vedeli divat ako na pravidla, ktoré nam
popisuju gramaticky spravne holé vety.

¢ Pravidla pozostavaju z 2 typov prvkov: prvky, ktoré predstavuju konkrétne
slova v slovenskych vetach (Mama, Otec, vari, Cita) a prvky, ktoré len blizSie
urcuju Struktaru, ale vo vysledku sa nenachadzaju (st ozna¢ené symbolmi <,
>, napr. <Hola veta>, <Podmet>, atd'.)

e Samotné pravidla nam Specifikuju, ako su prvky, ktoré ur€uju Struktaru, d'alej
definované pomocou inych prvkov.

¢ Jeden prvok ma $pecifické postavenie: <Hola veta> je akoby "hlavny prvok",
ktory ndm udava, €o vlastne chceme popisat'.
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Napriklad "Otec vari", je gramaticky spravna hola veta spifiajica uvedené pravidla,
pretoze:

1. Hola veta je tvorena prisudzovacim skladom (pravidlo ¢. 1)
2. Prisudzovaci sklad je tvoreny podmetom a prisudkom (pravidlo €. 2)
Podmet je tvoreny podstatnym menom (pravidlo ¢. 3)
Prisudok je tvoreny slovesom (pravidlo €. 4)
Konkrétne podstatné meno je napriklad Otec (pravidlo €. 6)
6. Konkrétne sloveso je napriklad vari (pravidlo €. 7)
Tak vidime, ako tato veta vie vzniknuat v nasej "gramatike" holych viet.

ok~ w
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¢ Tj. na nasu "gramatiku" sa vieme divat aj ako na popis toho, ako vyzeraju
gramaticky korektné holé vety, aj na spdsob, ako tieto holé vety generovat.

e Samozrejme, slovensky jazyk a jeho gramatika je komplikovanejSia, my
uvadzame len jednoduchSiu verziu pre ilustraciu.

e Podobne, aj formalne jazyky sa ¢asto daju popisat pomocou "pravidiel" ako
refazce z daného jazyka mézu vznikat, vid' nasledujuci priklad.
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Bezkontextove gramatiky

e Uvazujme palindromy (retazce, ktoré sa Citaju rovnako odpredu aj odzadu).
Typické palindromy v slovencine su napriklad "kobylamamalybok" (kobyla ma
maly bok)

¢ V anglictine je palindromom napriklad postupnost "madamimadam" (Madam,
I’'m Adam - vraj prva vec, ktoru povedal Adam Eve v Raji)

¢ Pre jednoduchost uvazujme palindromy nad abecedou {0, 1}, t.j. napriklad
101,0110,0.

e Da sa ukazat, ze ak uvazujeme vSetky takéto palindromy, t.j. jazyk
L={we{0,1}*|w=w

tak tento jazyk nie je regularny, t.j. neexistuje kone¢ny automat, ktory by ho
vedel akceptovat.
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e AvSak, existuje pomerne jednoduchy spbsob, ako popisat pravidla, ako
vyzeraju korektné palindrémy nad abecedou {0, 1}. Tento popis je rekurzivny
a vyzera nasledovne:
1. (Zakladny krok:) ¢,0,1 st palindréomy
2. (Rekurzia:) Ak w je palindrém, tak potom aj 0w0, 1w1 st palindrémy. Ziaden iny
refazec zlozeny z 0 a 1 nie je palindrém.
e Uvedeny popis jazyka ma rekurzivny charakter. Na formalne zachytenie
rekurzivneho popisu sa v praxi pouzivaju tzv. bezkontextové gramatiky.

¢ Napriklad nami uvedenu rekurzivnu definiciu palindromu by sme vedeli
formélne zapisat’' v nasledovnom tvare:
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<Palindrébm> — ¢
<Palindrém> — 0
<Palindrom> — 1
<Palindrom> — 0 <Palindrom> 0
<Palindrom> — 1 <Palindrom> 1

ok wn =

e Prvé 3 pravidla su vlastne formalnym zapisom zakladného kroku definicie
e A4, 5. pravidlo su formalnym zapisom rekurzivneho kroku definicie
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<Palindrobm> — ¢
<Palindrobm> — 0
<Palindrébm> — 1
<Palindrébm> — 0 <Palindrébm> 0

ok~ w2

<Palindrébm> — 1 <Palindrém> 1

* V popise mame znovu (podobne ako pri holych vetach) symboly, ktoré sa
budl nachadzat v konkrétnych retazcoch (0, 1, resp. ¢)

e A symboly, ktoré nam len pomahaju lepSie popisat’ Struktaru (<Palindrom>),
ale vo vyslednom retazci sa nenachadzaju.

e Samotné popisovacie pravidla maju ten tvar, ze vlavo je "definovany symbol"
a vpravo je jeho "definicia", pri¢om vzdy vfavo je 1 symbol a vpravo je
fubovolna postupnost’ symbolov.

e Takyto popis jazyka nazyvame bezkontextovou gramatikou.

13/71



Eeozokggtoeétg;éogroaroaggyooOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

e Symboly gramatiky, ktoré predstavuiju tie symboly, z ktorych su tvorené
samotné retazce jazyka (v naSom pripade 0, 1) nazyvame terminalne
symboly.

e Symboly gramatiky, ktoré nam blizSie pomahaju popisat’ Struktdru retazcov
jazyka, ale nevyskytuju sa v samotnych vyslednych retazcoch (v nasom
pripade symbol <Palindrém>) nazyvame neterminalne ret'azce.

* Popisovacie pravidla bezkontextovych gramatik maju vzdy tvar, Ze obsahuju:

® Jeden neterminalny symbol, ktory je pravidlom blizSie definovany. Nachadza sa
viavo od — a nazyva sa aj hlava pravidla

® Symbol —

® Retazec nula alebo viac terminalov a netermindlov, nazyvany telo pravidia,
ktory blizSie definuje hlavu pravidla.

e Jeden neterminal méa Specifické postavenie - definuje cely vysledny jazyk.
Takyto netermindl sa nazyva pociato¢ny neterminal. V naSom pripade nim
je <Palinddbm>.
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Bezkontextove gramatiky

Bezkontextové gramatiky su teda sp6sob Specifikacie jazykov. Kazda taka
gramatika G je Stvorica G = (V, T, P, S), ktora obsahuje:

1. Kone¢nu mnozinu terminalnych symbolov T.

2. Kone€nu mnozinu neterminalnych symbolov (premennych) V.

3. KoneCnu mnozinu prepisovacich pravidiel P.

4. PocCiato¢ny neterminal S, S € V.
Jeden symbol neméze byt zaroven neterminal, aj termindl, t.j. VN T = (. € nie je
ani terminal, ani neterminal.
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Priklad

Gramatika G = (V, T, P, S), kde V = {<Palindrém>}, T = {0,1},

S =<Palindrém> a prepisovacie pravidla:

<Palindrom> — ¢

<Palindrom> — 0

<Palindrém> — 1

<Palindrom> — 0 <Palindrom> 0

. <Palindrom> — 1 <Palindrém> 1

je bezkontextova gramatika popisujuca palindrémy nad abecedou {0, 1}.

N N
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Iny priklad
Skusme popisat’ pomocou bezkontextovej gramatiky matematické vyrazy
obsahujuce:
e Operatory +, * a favé a pravé okruhle zatvorky, t.j. (,)

¢ Ako operandy budu sluzit alebo znovu samotné vyrazy, alebo konkrétne
identifikatory (t.j. mena premennych), pricom tie budu predstavovat retazce
zlozené zo symbolov a, b, 0, 1, kde na prvom mieste méze byt len a alebo b.

Z uvedeného popisu mozno vycitat pravidla, ako by takéto matematické vyrazy
mali vyzerat. Najprv si uved'me pravidla pre samotné vyrazy:

1. <Vyraz> — <ldentifikator>

2. <Vyraz> — <Vyraz> + <Vyraz>
3. <Vyraz> — <Vyraz> x <Vyraz>
4. <Vyraz> — (<Vyraz>)
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1. Pravidlo €. 1 hovori, Ze vyraz m6ze predstavovat 1 identifikator (1 premennd).

2. Pravidlo €. 2 rekurzivne hovori, Ze sCitanie 2 matematickych vyrazov je zase
matematicky vyraz.

3. Pravidlo ¢. 3 rekurzivne hovori, Ze nasobenie 2 matematickych vyrazov je
zase matematicky vyraz.

4. Pravidlo €. 4 rekurzivne hovori, Ze ozatvorkovany matematicky vyraz je zase
matematicky vyraz.
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Z uvedeného je taktiez mozné odvodit, ako budu vyzerat identifikatory:
1. <Identifikator> — a
2. <lIdentifikator> — b

<Identifikator> — <Identifikator>a

<lIdentifikator> — <Identifikator>b

<lIdentifikator> — <Identifikator>0

<ldentifikator> — <Identifikator>1

o ok~ w
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1. Pravidlo ¢. 1,2 uvadzajd, ze a alebo b m6zu byt identifikator.

2. Pravidla €. 3-6 uvadzaju rekurzivne pravidla pre identifikatory, t.j. ze ak / je
identifikator, tak aj /a, Ib, 10, /1 je identifikator (inymi slovami, ak k
existujucemu identifikatoru pripiseme 0, 1, a, b, stale mame platny
identifikator)

3. VSimnite si, ze pravidla nedovoluju, aby bol identifikator len postupnost 0
alebo 1.
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Preznacme neterminal <Vyraz> ako E a neterminal <ldentifikator> ako / a
zluEme pravidla dokopy. Dostdvame mnozinu pravidiel:

1. E— 1
2. E-E+E
3. E-ExE
4. E— (E)
5. 1= a
6. = b
7. 1 —la

8. 1—1Ib

9. 1= 10

0

10. I—= N1
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T.j. uvazujeme gramatiku G = (V, T, P, S), kde pravidla P su uvedené na
predchadzajucom slajde, V = {E, I} su netermindly, I = {a, b,0,1,+,%,(,)} su
terminaly. PoCiato¢nym neterminalom bude E pretoze tento neterminal popisuje
prave matematické vyrazy.

¢ V bezkontextovych gramatikach plati, ze kazdy netermindl popisuje nejaké
retfazce.

e Pociato¢ny neterminal popisuje prave retazce jazyka, ktory chceme
gramatikou popisat. V naSom pripade E popisuje poZzadované matematické
vyrazy.

¢ Neterminal / popisuje taktiez retazce, avsak "len" tie, ktoré predstavuju
identifikatory (mené premennych). Teda nie v8etky matematické vyrazy, ale
len ich sucasti.
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V praxi m6Zzeme zapis pravidiel zjednodusit tak, Ze ak mame viacero pravidiel s
rovnakou favou stranou, tak tieto pravidla zapiSeme do zjednoduSeného zapisu s

1 favou stranou a na pravu stranu uvedieme jednotlivé pravé strany oddelené
zvislou Ciarou, t.j.:

E—I|E+E|E«E|(E)
I>albllallb| 0] N
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Derivacie retazcov v gramatikach

¢ Ako sme povedali, gramatiky teda slizia na popis toho, ako mézu vyzerat
ret'azce patriace do nejakého jazyka.

e Ak mame teda dany nejaky retazec, patriaci do jazyka, tak tento retfazec
musi spifiat pravidla dané gramatikou, t.j. vieme ukazat, ze ho vieme
vyskladat' z retazcov, ktoré su popisané jednotlivymi neterminalmi. Tento
pristup nazyvame rekurzivna inferencia

¢ Pravidla gramatiky sa vSak daju pouzit' aj opacne - pomocou nich vieme
odvadzat’ (derivovat’) retazce patriace do jazyka, ktory je gramatikou
popisany. V tomto postupe zacneme s pocCiatocnym neterminalom a
postupnou aplikaciou pravidiel gramatiky vieme odvodit nejaky retazec
terminalov. Tento pristup nazyvame derivacia.
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Priklad rekurzivnej inferencie

e Chceme ukazat, ze retazec a  (a+ b00) je korektny matematicky vyraz
podfa gramatiky zo slajdu 21.

e Prvym spbsobom je, Ze to dokazeme podla rekurzivnej inferencie.

e Tento spdsob spociva v tom, Ze postupne ukazujeme, akeé retazce patria do
jazykov neterminalov gramatiky, az sa nam podari ukazat, ze dany retfazec
patri do jazyka pociato¢ného neterminalu.
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Odvodeny retazec | Neterminal | Cislo pravidla | Pouzité retazce
() a / 5
(if) b / 6
(iif) b0 / 9 (if)
(iv) b00 / 9 (iif)
(v a E 1 (i
(vi) b00 E 1 (iv)
(vii) a+ boo E 2 (v), (vi)
(viii) (a+ b00) E 4 (vif)
(ix) ax (a+ b00) E 3 (v), (viif)
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¢ V tabulke postupne uvadzame rozne retfazce terminalov, ku ktorym
uvadzame neterminaly, do ktorych jazykov patria

¢ Na zaver sa nam podari zistit, Ze retazec a x (a + b00) patri do jazyka
pociato¢ného neterminalu E, Cim vlastne dokazeme, ze prislusny retazec
splna pravidla gramatiky.

e Uvedeny sp6sob kon¢i, ked sa nam podari zistit, Ze zadany retazec patri do
jazyka pociatocného neterminalu.

e Alternativny spdsob zistenia toho, &i dany retazec spifia pravidla gramatiky
je zacat’ s pocCiatocnym neterminalom a postupnou aplikaciou pravidiel
odvodit zadany refazec, t.j. formou derivacie.
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Derivacia v gramatike

¢ Nech je dana bezkontextova gramatika G = (V, T, P, S).

® Nech A € V je netermindl, o, 5,7 € (VU T)* st retfazce termindlov a
neterminalov a nech v pravidlach gramatiky je pravidlo A — ~, t.j. neterminal
A je mozné prepisat na postupnost’ .

¢ Nech je dana postupnost symbolov gramatiky aA5. Ked'Zze podfa pravidiel je
mozné zobrat neterminal A a nahradit’ ho postupnostou ~, tak potom je
mozné urobit’ tzv. derivaciu a prepisat a A5 = aypS.

e To znamenad, derivacia znamena aplikaciu pravidla v retazci symbolov, kde
neterminal z hlavy pravidla nahradime telom z pravidla.

e Jeden krok derivacie (t.j. jednu aplikaciu pravidla gramatiky) oznaCujeme =-.
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Napriklad uvazujme znovu gramatiku zo slajdu ¢. 21. Potom je mozné podfa

pravidiel robit rézne derivacie, napriklad:

E = E x E (podla pravidla ¢. 3 na neterminal E)

e Ex E = |« E (podfa pravidla ¢. 1 na prvy neterminal E)

* |« E = ax E (podla pravidla ¢. 5 na neterminal /)

® ax E = ax(E) (podfa pravidla ¢. 4 na neterminal E)

® ax(E)= ax(E+ E) (podla pravidla ¢. 2 na neterminal E)
x (E+ E) = ax (I+ E) (podfa pravidla €. 1 na prvy neterminal E)
x(I+ E) = ax(a+ E) (podfa pravidla €. 5 na neterminal /)

o (a + E) = ax(a+ /) (podra pravidla ¢. 1 na netermindl E)
ax(a+
ax (

) = ax (a+ 10) (podfa pravidla ¢. 9 na netermindl /)
a+ 10) = ax (a+ 100) (podfa pravidla ¢. 9 na neterminal /)
® ax(a+ Ib0) = a=x(a+ b00) (podfa pravidla €. 6 na neterminal /)
e Zretazca ax (a-+ b00) nevieme dalej odvodit ni¢, lebo neobsahuje
neterminaly!.
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V pripade, ze chceme popisat’ viacero aplikacii pravidiel (viacero krokov
derivacie), pouzivame symbol =* definovany nasledovne:

1. (Zakladny krok:) Pre kazdy retazec netermindlov a terminélov « plati, Ze
a =" a. (t.j. kazdy retfazec sa da odvodit sam zo seba na nula krokov).

2. (Rekurzivny krok:) Ak o =* 5 a § = =, potom a =* 7. T,j. ak vieme z «
odvodit g na nula alebo viac krokov a z g vieme odvodit v na 1 krok, tak z «
vieme odvodit’ ~.

Tj. a =* v znamena, Ze vieme odvodit retazec netermindlov a terminélov v z
refazca neterminalov a terminélov o na nula alebo viac krokov.
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Navrat k prikladu

Pohfadom na slajd €. 29 vidime, Ze v naSej gramatike zo slajdu €. 21 vieme urobit
nasledovnu postupnost derivacii:

E=ExE=IxE=axE=ax(E)=ax(E+E)=ax(1+E)=

ax(a+E)=ax(a+l)=ax(a+10)= ax(a+100) = ax(a+ b00)

V skratenom zapise teda:

E = ax(a+ b00)

Mimochodom, v§imnite si, Ze v uvedenej postupnosti derivacii sme vzdy aplikovali
pravidlo na ten neterminal, ktory bol v prisluSnom retazci najviac vFfavo - preto
su uvedené boldom.
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Lavé a pravé derivacie

e Ak pri derivacii retazca vzdy aplikujeme prepisovacie pravidlo na ten
neterminal, ktory sa nachadza najviac vlavo v retazci, hovorime o Favej
derivacii.

e Takuto derivaciu mézeme oznacovat aj =

e Ak pri derivacii retazca vzdy aplikujeme prepisovacie pravidlo na ten
netermindl, ktory sa nachadza najviac vpravo v ret'azci, hovorime o pravej
derivacii.

¢ Takuto derivaciu mdézeme oznacovat aj =p

e Plati, Ze ak ma nejaky retfazec lavu derivaciu, tak urcite ma aj pravd
derivaciu, a naopak.
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Priklad

Derivacia na slajde €. 31 je zaroven aj favou derivaciou retazca a * (a + b00).
Prava derivacia by vyzerala nasledovne.

E =, E+E =, Ex(E) = Ex(E+E) =, Ex(E+1) =, Ex(E+10) =, Ex(E-+100) =,

E % (E + b00) =p E * (14 b00) =p E x (@+ b00) =, |+ (a+ b00) =, a* (a+ b0O)

T.j. v tejto gramatike plati:
E =, ax(a+ b00)
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Jazyky a gramatiky

* Ako je mozno vidiet, gramatiky su znovu len iny spésob Specifikacie
jazykov, ked'Zze v kazdej gramatike je mozné z neterminélov odvadzat r6zne
retazce.

¢ NajddlezitejSie retfazce su tie, ktoré su odvoditelné z pociatoéného
neterminalu.

e Tieto retfazce predstavuju jazyk, generovany gramatikou.
Definicia
Nech G = (V, T, P, S) je bezkontextova gramatika. Jazyk generovany gramatikou,

ozn. L(G) je mnoZina retazcov z terminalov, ktoru je mozZné odvodit z
pociatocného neterminalu gramatiky, t.j.:

LG)={weT" | S="w}
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e Kazdy jazyk ktory je generovany nejakou bezkontextovou gramatikou sa
nazyva bezkontextovy jazyk.

e Gramatiky teda zohravaju analogicku ulohu ako regularne vyrazy / kone¢né
automaty v tom, Ze tiez je pomocou nich mozné popisovat’ r6zne mnoziny
retazcov (jazykov).

e Akurat, ako bolo mozné vidiet na priklade palindrémov, bezkontextové
gramatiky vedia popisovat aj také jazyky, pre ktoré neexistuje konecny
automat / regularny vyraz (ako napriklad palindromy).

e Ak sme pre nejaky jazyk zostrojovali kone¢ny automat, ktory ho akceptuje,
bolo dobré dokazat’, Ze naSa konstrukcia je korektna.

¢ To isté je mozné urobit’ aj pri bezkontextovych gramatikach.
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Dokaz spravnosti gramatiky

¢ Ak je naSou ulohou pre nejaky jazyk L najst bezkontextovu gramatiku G, ktora
ho generuje, t.j. L(G) = L, spravna gramatika je taka, pre ktoru plati:
1. Kazdy retazec generovany gramatikou patri do jazyka L, t.j. L(G) C L. Inymi
slovami gramatika negeneruje ni¢ navy$e / mimo jazyka L
2. Kazdy retazec z jazyka L mé& v gramatike odvodenie, t.j. L C L(G), inymi slovami
neexistuje ret'azec jazyka L, ktory by sa v gramatike nedal generovat’.

e Korektnost gramatiky je mozné aj dokézat, vid d'alsi priklad.
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Priklad d6kazu korektnosti gramatiky

Nech jazyk L su v8etky palindromy nad abecedou {0, 1}. Tvrdime, Ze tento jazyk
je generovatelny gramatikou G s neterminalom P, ktory je zaroven aj pociatocCny,
s terminalmi {0, 1} a s pravidlami:

1. P—>e¢
2. P=0
3. P—1
4. P— 0PO
5 P—1P1

Teda tvrdime, Ze L(G) = L. Korektnost gramatiky dokazeme tak, Zze ukédzeme, ze
LCL(G)aze L(G)C L.
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Dokaz L C L(G)

Chceme dokazat, ze L C L(G), ). Ze ak je retazec w palindrom, tak ma v
gramatike odvodenie. Dokazeme to indukciou na dizke |w/|.
1. Zakladny krok: |w| = 0. Palindrém dizky 0 je w = ¢, KedZze P = ¢, tak
odvodenie existuje.
2. Z&kladny krok: |w| = 1. Palindrémy dizky 1 st w = a alebo w = b. Oba maju
odvodenie, lebo P = 0 alebo P = 1.
3. Indukény predpoklad: Kazdy palindrém dizky n alebo menej ma v gramatike
odvodenie.
4. Treba dokazat: Nech w je palindrém dizky aspofi n+ 1. Potom ma v
gramatike odvodenie.
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Dokaz L C L(G)
Pokracujeme v dokazovani:

1. Treba dokazat: Nech w je palindrém dizky aspofi n+ 1. Potom ma v
gramatike odvodenie.

2. Nech w je palindrém dizky n+ 1. Ked'ze je palindrém, musi zaginat a kongit
rovnakym symbolom, t.j. w = 0x0 alebo w = 1x1, kde x musi byt znovu
palindréom, |x| = n—1.

3. Ak w = 0x0, tak z indukéného predpokladu predpokladame, ze P =* x (lebo
predpokladame, Ze kazdy palindrdm krat§i ako n ma v G derivaciu). Ked'ze
w = 0x0, tak m6zeme uvazovat nasledovnu derivaciu:

P = 0P0 =* 0x0 = w. Cize ak w je palindrom zacinajuci a konciaci 0, musi
mat v gramatike derivaciu.

4. Analogicky ak w = 1x1.

5. Tym sme dokazali, Ze aj palindrém dizky n+ 1 ma v gramatike G derivaciu.
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¢ Podarilo sa nam teda dokézat, ze kazdy palindrém ma v gramatike G
derivéciu, teda plati L C L(G).

e ESte musime dokazat, Zze L(G) C L, t.j. Ze vSetko, Co gramatika generuje, je
zaroven aj palindromom, teda negeneruje ni¢ navyse.
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Dokaz L(G) C L

Dékaz L(G) C L urobime indukciou na pocte derivacnych krokov retazca
w € L(G). Musime ukazat, Zze kazdy generovany retazec je zaroven aj palindrom.
1. Zakladny krok: derivacia na 1 krok. Na 1 krok vieme v gramatike odvodit
nasledovné retazce:
1.1 P = ¢. Je odvodeny retazec ¢ palindrom? - ano.
1.2 P = 0. Je odvodeny retazec 0 palindrom? - ano.
1.3 P = 1. Je odvodeny retazec 1 palindréom? - ano.
2. Indukény predpoklad: Kazdy retfazec w, ktory vznikne derivaciou na n krokov
je zaroven aj palindrém. T.j. ak P =* x na n krokov, potom x je palindrém.

3. Treba dokazat': Kazdy retazec w ,ktory vznikne derivaciou na n+ 1 krokov je
zaroven aj palindrom.
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Dokaz L(G) C L

Pokracujeme v dokazovani:
1. Treba dokazat': Kazdy retfazec w ,ktory vznikne derivaciou na n+ 1 krokov je
zaroven aj palindrom.

2. Uvazujme, ako vyzerda derivacia v gramatike na n+ 1 krokov. Tak& derivacia
musi byt v tvare:
P=0P0=*0x0=w

alebo
P=1P1="1x1=w

Z induk¢ného predpokladu vieme, ze x je palindrém. Lenze aj 0x0, resp. 1x1
je palindrém, teda vSetko, Co gramatika generuje, su palindrémy.
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¢ Podarilo sa nam teda dokazat, ze vSetko, ¢o gramatika generuje, su
palindromy, t.j. L(G) C L. V kombindcii so skor dokazanym tvrdenim:

¢ Podarilo sa nam teda dokazat, ze kazdy palindrém ma v gramatike G
derivéciu, teda plati L C L(G).
e Dostadvame, ze naSa gramatika G je spravna, pretoze plati L(G) = L.
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Dokaz spravnosti gramatiky

* Ak mame dokazat, ze gramatika G, generuje nejaky zadany jazyk L, t.].
L = L(G), tak musime dokazat':
1. LC L(G)
2. L(G)CL
e Tvrdenie L C L(G) sa ¢asto dokazuje indukciou na po¢te symbolov slova z
jazyka L
e Tvrdenie L(G) C L sa ¢asto dokazuje indukciou na pocte krokov derivacie
slova z L(G).

¢ Tak, ako sme to ukdzali v predchadzajucom priklade.
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Vetné formy

Nech G=(V, T, P,S) je bezkontextovd gramatika.

¢ Povedali sme si, Ze kazdy retfazec w termindlov, w € T*, ktory je v gramatike
mozné odvodit z pociatocného neterminéalu, S =* w, je refazcom z jazyka
generovaného gramatikou, t.j. w € L(G).

e Zaved'me eSte jeden pojem: kazdy retfazec neterminalov a terminalov
a € (VU T)*, ktory je mozné odvodit' z pocCiatocného netermindlu, sa nazyva
vetna forma.

e V pripade lavych (pravych) derivacii hovorime o lavych (pravych) vetnych
forméch.

e Kazdy retfazec w € L(G) je teda zaroven Specialnou vetnou formou, zlozenou
len z terminalov.
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Vetné formy - priklad

Nech G=(V, T, P,S) je bezkontextova gramatika, V = {S}, T = {a, b}, pravidla:
1. S— ¢
2. S— aSb

V tejto gramatike existuje o.i. napriklad derivacia:

S = aSb = aaSbb = aaaSbbb = aaabbb

Teda aaabbb € L(G) je retazec generovany gramatikou G. NavySe:
S, aSb, aaSbb, aaaSbbb, aaabbb su taktiez vetné formy danej gramatiky.

Mimochodom, tato gramatika generuje jazyk L(G) = {a"b" | n > 0}, teda jazyk,
ktory nebol regularny a pre ktory neexistoval kone¢ny automat. Jednym zo
sposobov, ako takyto jazyk popisat, je teda uvedena bezkontextova gramatika!
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Praktické vyuZzitie bezkontextovych gramatik

e Bezkontextové gramatiky boli pdvodné zavedené americkym lingvistom
Noamom Chomskym, ktory chcel pomocou nich popisat prirodzené jazyky.
Zial, to sa nepodarilo, lebo sa zistilo, ze prirodzené jazyky sa nedaju popisat
bezkontextovymi jazykmi.

¢ Bezkontextové gramatiky v8ak nasli uplatnenie v informatike pri popise
rekurzivne definovanych konceptov.

¢ Uvedieme si 2 délezité priklady vyuZzitia bezkontextovych gramatik v praxi:

1. Popis syntaxe programovacich jazykov
2. Popis znackovacich jazykov.
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Popis syntaxe programovacich jazykov

Kazdy programovaci jazyk (C, C++, Python, Java, ...) ma pravidla, ktoré
musia splnat programy v nom pisané - tzv. syntaktické pravidla.

Kazdy retazec symbolov spifajlci tieto pravidla je potom platny, syntakticky
korektny, program napisany v tomto jazyku.

Syntaktické pravidla byvaju v praxi popisané prave pomocou bezkontextovych
gramatik.

Mnozina vSetkych syntakticky korektnych programov napisanych v danom
programovacom jazyku potom tvori jazyk v zmysle definicie, aki pozname.
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Popis syntaxe programovacich jazykov

e Kazdy prekladac / interpretér daného programovacieho jazyka musi v istej
faze prekladu / vykonavania programu zistovat, ¢i je vstupny program
syntakticky korektny.

¢ Ak je program syntakticky korektny, tak sa navy$e hfada presny postup, ako
sa da program v programovacom jazyku odvodit (t.j. aplikaciou ktorych
pravidiel gramatiky popisujucej syntax viem odvodit méj zadany program)

¢ Na zaklade toho, ktoré pravidla musim pouzit, totizto prekladac / interpretér
vie vébec "pochopit"”, ¢o méj program robi a teda vie alebo vygenerovat
ekvivalentny program v inom jazyku (preklad), alebo vie korektne vykonat’ mgj
program (interpretacia).
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Uvazujme zjednodu$eny priklad popisu syntaxe prikazu v programovacom jazyku:

—_

1.

<Prikaz> — <ld> = <Vyraz> ;

2. <Prikaz> — {<BlokPrikazov>}

O 0N o ok

<Prikaz> — if ( <Vyraz> ) <Prikaz>
<BlokPrikazov> — <Prikaz>

<BlokPrikazov> — <BlokPrikazov> <Prikaz>
<Vyraz> — <ld>

<Vyraz> — <Cislo>

<Vyraz> — <Vyraz> <Operator> <Vyraz>
<ld>—=a|b]|..|z

<Cislo> = 0]1]..]9
<Operator> — + |- | x| /| <|>|==]'=|<=]|>=
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Derivacia: if (x >= 1) {y =y * x; x = x — 1;} vyzera:
I <Prikaz> —_—
- —

if ( <Vyraz> ) <Pri‘kaz>
<Vyraz> <Operator> <Vyraz> { <BlokPrikazov> }
‘ | ) - —— -
<|‘d> >= <<‘:islo> <BlokPrikazov> <Prikaz>___
T~
x 1 <« I‘( S <ld> = <Vyraz> ;
e \ | —
<Ild> = <Vyraz> ; X <Vyraz> <Operator> <Vyraz>
\ - — - &i
y <Vyraz> <Operator> <Vy‘raz> <|‘d> - <c"5|°>
— |
<ld> i <ld> X 1

y X

Uvedena "graficka reprezentacia" derivacie sa nazyva aj derivaény strom.
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Vidime, Ze existuje derivacia, teda uvedeny "program" je syntakticky korektny.

NavyS$e je zo samotnej derivacie zrejmé, ktora Cast programu predstavuje
podmienku vetvenia a ktora Cast telo vetvenia.

To je samozrejme docielené aj tym, ako je samotna gramatika skonstruovana.
Viac na predmete Automaty a formalne jazyky :).
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Vidime, Ze napriklad retazec (program) if (x >= 1 {y = y * X; X = x —
1; } by derivaciu nemohol mat, pretoze:
e V "podmienke" (x >= 1 chyba prava zatvorka
¢ Pravidlo gramatiky Cislo 3, ktoré generuje podmieneny prikaz, vSak vzdy pre
lavu zatvorku vygeneruje aj prava.
* Preto uvedeny retazec by v gramatike nemal odvodenie, teda uvedeny
program nie je syntakticky korektny vzhfadom na bezkontextovu gramatiku
popisujucu syntax programovacieho jazyka.
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Popis syntaxe programovacich jazykov

Dal$ie dévody pouzitia bezkontextovych gramatik pre popis syntaxe
programovacich jazykov:

¢ Bezkontextové gramatiky si vhodné na popis korektne ozatvorkovanych
vyrazov :

B BB|(B) |«

e Ozatvorkované vyrazy su sucastou de facto kazdého programovacieho
jazyka.

e Taktiez sa pouzivaju na popis Struktary matematickych vyrazov (vid
zjednodus$eny priklad na slajde ¢. 21)

¢ Rbzne konstrukcie pouzivané v programovacich jazykoch sa spravaju
"podobne" ako zatvorky v tom, Ze su paroveé - napriklad {, } na oznacenie

bloku prikazov v jazkoch C, Java, resp. dvojica begin,end v jazykoch Pascal,
Lazarus

54 /71



Praktické vyuzitie bezkontextovych gramatik
0000000080000 000000000000

Popis syntaxe programovacich jazykov

Dal$ie dévody pouzitia bezkontextovych gramatik pre popis syntaxe
programovacich jazykov:
¢ |né konstrukcie su podobné zatvorkam s tym rozdielom, Ze pripustaju aj
nebalansovanu fava zatvorku, t.j. napriklad if-else konstrukcia, kde teoreticky
moze existovat len samotny prikaz if.

S ¢c|SS|iS|iSeS
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Popis syntaxe programovacich jazykov

NavyS$e plati velmi délezita prakticka vlastnost:

Ak je gramatika popisujuca syntax programovacieho jazyka vhodne
skonstruovana, potom existuje rychly (s linearnou zlozitost ou) algoritmus,
ktory dokaze pre zadany program zistit:
e Cisadav gramatike odvodit (t.j. i je syntakticky korektny)
e Ako samotna derivacia vyzera - d6lezité, aby sa korektne oznadili v kdde
podmienky, bloky prikazov, atd’. ked'’Ze su to délezité informéacie z hfadiska
toho, ¢o vObec program robi.

V podstate presne o tomto bude predmet Automaty a formalne jazyky.
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Bezkontextové gramatiky a znaCkovacie jazyky

ZnacCkovacie jazyky (markup languages) predstavuju systém zostrojenia
anotacie dokumentu, ktora je syntakticky odliSitelna od ostatného textu.

T.j. dokument sa na zaklade tychto znadiek spracuje a tieto zna¢ky nasledne
napriklad ovplyvnuju formatovanie samotného dokumentu.

Typickym prikladom su jazyky HTML (Hypertext Markup Language) alebo
systém IATEX

Iné znackovacie jazyky pouZzivaju znacky na oznacenie jeho sémantického
obsahu, napriklad XML (Extensible Markup Language).
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Bezkontextové gramatiky a HTML

¢ V pripade jazyka HTML je mozné jeho syntax taktiez popisat bezkontextovou
gramatikou.

e Nasledne sa tato bezkontextova gramatika méze pouzit na spracovanie a
riadenie zobrazenia HTML dokumentu na obrazovke.

¢ Uvazujme nasledovny jednoduchy priklad HTML dokumentu, v ktorom je text
a znacky, pouzité na jeho formatovanie. Ako viete, znaCky v HTML sa
uvadzaju medzi <, >
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HTML priklad

HTML zdroj Vystup

<P> There are <EM>18 types of people</EM>: There are 10 types of people:
<0L>

<LI> Those who understand binary. .
<LT> Those who don't. 1. Those who understand binary.

</OL> 2. Those who don't.

Pre jednoduchost’ uvazujme nasledovné znacky v HTML.:
e Parové znatky <EM>,</EM> pre ktoré plati, Zze €o je uvedené medzi nimi sa
formatuje ako zvyraznené, v nasom pripade ako italics.
e Parové znacky <OL>,</OL> oznacujuce Ordered List (usporiadany
ocislovany zoznam)
e (volitefne parovu) znaCku <P> oznacujucu zaciatok odseku
¢ (volitefné parovua) znaCku <LI> oznacujucu jednu polozku zoznamu
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HTML priklad

HTML zdroj Vystup

<P> There are <EM>18 types of people</EM>: There are 10 types of people:
<0L>

<LI> Those who understand binary. .
<LT> Those who don't. 1. Those who understand binary.

</OL> 2. Those who don't.

Pre jednoduchost’ uvazujme nasledovné znacky v HTML.:
e Parové znatky <EM>,</EM> pre ktoré plati, Zze €o je uvedené medzi nimi sa
formatuje ako zvyraznené, v nasom pripade ako italics.
e Parové znacky <OL>,</OL> oznacujuce Ordered List (usporiadany
ocislovany zoznam)
e (volitefne parovu) znaCku <P> oznacujucu zaciatok odseku
¢ (volitefné parovua) znaCku <LI> oznacujucu jednu polozku zoznamu
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Aby sme popisali syntax HTML, resp. korektného HTML dokumentu pomocou
bezkontextovej gramatiky, zaved'me si netermindly oznacujuce niektoré zakladné
triedy retazcov v HTML jazyku:

e Text budu fubovolné retazce predstavujuce klasicky text, t.j. refazce
neobsahujuce znacky.

e Char bude fubovolny symbol, ktory méze byt sucastou klasického textu.
e Doc bude dokument, ktory je tvoreny postupnostou elementov.

e Element je alebo Text, alebo parové znacky s nejakym dokumentom (Doc)
medzi nimi, alebo neparova znacka nasledovana dokumentom (Doc).

e [jstltem je znaCka <LI> za ktorou nasleduje dokument (Doc), ktory
predstavuje 1 polozku zoznamu.

e [ist je postupnost nula alebo viacerych poloziek zoznamu (t.j. viacerych
Listltem-ov).
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S ich pomocou vieme popisat syntax HTML dokumentu nasledovne:
Char — al|A] ..

Text — ¢ | CharText

Doc — ¢ | ElementDoc

Element — Text

Element —<EM> Doc </EM>

Element —<P> Doc

Element —<OL> Doc </OL>| ...

Listltem —<LI> Doc

9. List — ¢ | ListltemList

Neterminal Doc by predstavoval pociatoény neterminal pre samotny HTML
dokument. Na zaklade gramatiky je mozné potom zistit, Ci je dokument HTML
validny a taktiez, ako ho je potrebné zobrazit.

© N oA~ ~
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Bezkontextové gramatiky a XML

e V pripade HTML je teda mozné pouzit bezkontextové gramatiky na popis
syntaxe HTML a taktiez je nimi mozné riadit spracovanie HTML dokumentu.

¢ V pripade XML maju bezkontextové gramatiky vyuzitie aj pri konstrukcii tzv.
DTD (Document-type Definition).

¢ Ako pravdepodobne viete, XML je znackovaci jazyk na popis sémanticky textu
(dat). Samotné znacky v jazyku oznacuju "typ" dat. Ked'ze znacky (t.j. typ)
mézu byt fubovolné, je mozné tym padom vyrobit rézne XML schémy pre
r6zne data.
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XML priklad

Napriklad XML reprezentacia "listoCku" s odosielatefom, prijimatefom, nadpisom
a textom:

<?xml version="1.0" encoding="UTF-8"?>
<motak>
<odosielatel>Maros</odosielatel>
<prijimatel>Peto</prijimatel>
<nadpis>Pokyn</nadpis>
<telo>Zober od rodiny mdj mobil</telo>
</motak>
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DTD

* Aby bolo pri spracovani XML zrejmé, aké r6zne znacky mdze obsahovat a
aké Struktdry sa mézu medzi znackami nachadzat, tak je vhodné, aby bol
sucastou XML aj dokument, ktory popisuje Struktiru prislusného XML
dokumentu.

e V praxi sa na tieto Ucely pouziva alebo XSD alebo DTD.

e My sa tu budeme d'alej venovat DTD, t.j. Document-type definition.

e DTD je de facto bezkontextova gramatika, ktora preddefinovanym
spo6sobom popisuje Struktiru prislusného XML dokumentu, na ktory sa viaze.
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DTD

* Aby bolo pri spracovani XML zrejmé, aké r6zne znacky mdze obsahovat a
aké Struktdry sa mézu medzi znackami nachadzat, tak je vhodné, aby bol
sucastou XML aj dokument, ktory popisuje Struktiru prislusného XML
dokumentu.

e V praxi sa na tieto Ucely pouziva alebo XSD alebo DTD.

e My sa tu budeme d'alej venovat DTD, t.j. Document-type definition.

e DTD je de facto bezkontextova gramatika, ktora preddefinovanym
spo6sobom popisuje Struktiru prislusného XML dokumentu, na ktory sa viaze.
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DTD

DTD dokument pozostava z nasledovnych Casti: Na zaciatok je definicia tzv.
korenového elementu (name-of-DTD):

<!DOCTYPE name-of-DTD [
zoznam definicii elementov
1>

Vnutri v zozname definicii sU uvedené definicie elementov v tvare:
<!ELEMENT element-name (popis elementu)>

Popis elementu je v podstate regularny vyraz, popisujuci, ako je element d'alej
definovany. Pre jednoduchost uvazujme, ze méze obsahovat mena inych
elementov, Specialny ¢len #PCDATA oznacujuci lubovolny text a operatory, ktoré
ich spajaju, kam patri zjednotenie oznacené |, zretazenie oznacené Ciarkou a
Specialne iteracie *, +, ?.
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DTD priklad

Pre listoCek zo slajdu €. 64 by DTD dokument vyzeral nasledovne:

<!DOCTYPE motak

[

<!ELEMENT motak (odosielatel,prijimatel,nadpis,telo)>
<!ELEMENT odosielatel (#PCDATA)>

<!ELEMENT prijimatel (#PCDATA)>

<!ELEMENT nadpis (#PCDATA) >

<!ELEMENT telo (#PCDATA)>

1>
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DTD ako gramatika

DTD z predchadzajuceho slajdu vlastne predstavuje bezkontextovu gramatiku v
tvare:

1. motak — odosielatel prijimatel nadpis telo
2. odosielatel — #PCDATA

3. prijimatel — #PCDATA

4. nadpis — #PCDATA

5. telo — # PCDATA

kde motak je zaroven pociatocny neterminal. #PCDATA je "terminal"
predstavujuci refazce znakov.
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Validacia XML voci DTD

e XML dokumenty su tzv. "well-formed", ak su syntakticky korektné v zmysle, Zze
maju korenovy element, elementy maju ukoncovaciu znacku (t.j. <motak> a
</motak>), elementy su korektne vnorené a podobne.

¢ Ak je k dispozicii DTD definicia, tak je mozné XML voci DTD validovat - také
XML nazyvame "valid".

e Validaciou XML je vlastne proces overenia, ¢i je mozné XML "derivovat" v
gramatike popisanej v DTD dokumente.
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