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Opakovanie

¢ Doteraz sme sa bavili o regularnych jazykoch a bezkontextovych jazykoch.

e Regularne jazyky su popisatefné kone¢nymi automatmi a regularnymi
vyrazmi.

e Bezkontextové su popisatelné zasobnikovymi automatmi a bezkontextovymi
gramatikami.

* Regularne jazyky su pouzitelné pri analyze protokolov (modelovanie
e-penazného systému) alebo pri vyhladavani textovych vzorov.

e Bezkontextové jazyky su pouzitelné pri popise syntaxe programovacich /
znackovacich jazykov a pri ich parsovani.

e Otazkou ale je, aké jazyky su pouzitelné pri popise problému algoritmicky
rieSitelného na klasickom poditaci.

2/77



Uvod do Turingovych strojov
000000000000 000000000000000000000

Motivacia

e Zaujima nas, aké typy problémov dokaze riesit bezné vypoctové zariadenie
(pocitac).

e Znovu, ak mame nejaky rozhodovaci problém, tak mnozina inStancii, pre
ktoru je odpoved "ano", tvori nejaky jazyk.

e Zaujima nas, ¢i dokaze pocita€ v kone¢nom ¢ase rozhodnut, ¢&i je pre danu
indtanciu rozhodovacieho problému odpoved ano alebo nie.

e T,j., Ci dokaze pocitaC v koneCnom ¢ase rozhodnut, &i refazec popisujuci
inStanciu problému patri do nejakého jazyka alebo nie.
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Motivacia

e Spominali sme si napriklad problém, kde je potrebné zistit, €i 2 fubovolné
bezkontextové gramatiky generuju presne ten isty jazyk, t.j. ¢i L(Gy) = L(G2)
pre 2 bezkontextové gramatiky Gy, Go.

¢ Tento problém patri prave medzi tzv. nerozhodnutelné problémy, t.j.
neexistuje jeden algoritmus, ktory by dokazal pre Fubovolné
bezkontextové gramatiky v koneénom ¢ase poskytnut odpoved ano / nie.

¢ Na Studium toho, Co vSetko dokaze vypoctové zariadenie (bezny pocitac)
potrebujeme jeho matematicky model. Tym je tzv. Turingov stroj.
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e Samozrejme, by niekto mohol skusit' rieSit problém, Ci L(Gy) = L(Go) tak, ze
by hladal taky retazec, ktory patri do L(Gy) a nepatri do L(G,) alebo naopak.
¢ Existuje efektivny algoritmus, ktory zisti, ¢i w € L(Gy) alebo w € L(G»).

e Teoreticky by sa dalo vygenerovat nejaké slovo w € L(Gjy) a potom testovat,
¢i w € L(Gy), alebo naopak.

* Ak sa také slovo najde - mame odpoved, ze L(Gy) # L(G2).

e Coale, ak L(G;) = L(G>)? Taky program by predsa nikdy neskongil!

* Preto dolezitym kritériom toho, Ci existuje nejaky algoritmus je jeho
konecnost, t.j. i v koneénom Case skonéi!
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Pocitace nie st vSemocné

e To, ze musia existovat problémy, ktoré sa nedaju riesit v kone¢nom ¢ase na
klasickom pocitaci vytvorenim programu v nejakom jazyku, sa da zdévodnit
jednoduchym mys§lienkovym procesom.

¢ Nech uvazujeme nejaky programovaci jazyk - napriklad C.

e Ak by sme uvazovali vSetky mozné programy napisané v jazyku C, tak
tychto programov je nekonecéne vela. Plati v§ak, Ze ich je spocitatelné
nekonecne vela - Co znamena, Ze ku kazdému programu vieme
jednoznacne priradit nejaké prirodzené Cislo - napriklad by sme vSetky
mozné programy abecedne zoradili a o€islovali ich poradie.

e Vetky platné C programy tak tvoria mnozinu, ktorej kardinalita je rovnaka,
ako kardinalita prirodzenych Cisiel, t.j. No.
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® Rozhodovaci problém je vlastne problém prisluSnosti do jazyka. Jazyk je
kazda podmnozina mnoziny vSetkych pripustnych retazcoy, t.j. ak mame
abecedu ¥, vSetky refazce su ¥*, tak kazda podmnozina L C ¥* je nejaky
jazyk, teda potencialny rozhodovaci problém.

e Ak by sme vedeli rieSit vSetky rozhodovacie problémy, potom by pre kazdy
potencialny problém musel existovat’ C-kéd, ktory implementuje algoritmus,
ktory ho riesi.

* Problém je, Ze mnozina vSetkych moznych jazykov je nespocitatelné
nekoneéna, t.j. kardinality 2%,

e To znamena, ze nemoze existovat’ priradenie C-kédov ku kazdému
problému, lebo problémov je "ovela viac". Teda musia existovat jazyky, ktoré
nie su akceptovatelné C-programom, t.j. musia existovat nerozhodnutelné
problémy.
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Zacnime s nie¢im jednoduchym

e Uk&zme si priklad jednoduchého problému, o ktorom vieme dokézat, ze ho
pocita€ nevie riesit, t.j. nevie v kone¢nom case poskytnut jednoznacénu
odpoved.

¢ NA&$ problém je nasledovny: Vieme pre zadany program v jazyku C
rozhodnut, ¢i prva vec, ktoru vypiSe, bude retazec hello, world ?

e Zadany je teda Fubovolny C program a my musime vediet v kone€nhom
case rozhodnut, ¢i k vypisu dojde alebo nie.
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Je zrejmé, Ze pre jednoduchy program typu:

main ()
{

printf ("hello, world\n");
1

je odpoved’ zrejma - ano, tento program ako prvu vec vypi$e naozaj hello,
world
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Co ale v pripade, Ze to chceme zistit pre nasledovny kéd, kde exp (a, b) je
funkcia, ktora podita hodnotu a°:

main ()

{
int n, total, x, vy, z;
scanf ("%d", &n) ;

total = 3;
while (1) {
for (x = X <= total-2; =x++)

1
for (y = 1; y <= total-x-1; y++) {
z = total - x - y;
if (exp(x,n) + exp(y,n) == exp(z,n))
printf ("hello, world\n");
}
total++;

} 10/77
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e Z naSej analyzy kédu je zrejmé, ze k vypisu hello, world dbjde vtedy, ked
sa najdu také celé Cisla x, y, z, ze pre zadané n bude platit: x" + y" = z".

e Ak sa zada n = 2, tak potom su také Cisla x = 3,y =4,z = 5 a naozaj sa
hello, world vypiSe.

e Coakn>3???

e Ak existuju x, y, z, tak program urCite ako prvé vypiSe hello, world

e Ak by také Cisla neexistovali, tak program by sa zacyklila hello, world by
sa nikdy nevypisalo.

e Cize otazka, ¢i sa vypi§e hello, world sa zredukuje na otazku, ¢i existuj
Cisla x, y, z,pre nejaké n, ze x" + y" = z".
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e Odpoved na tuto otazku trvala matematikom 300 rokov - az v rokoch
1994/1995 sa podarilo britskému matematikovi Andrewovi Wilesovi dokazat
tzv. Velku Fermatovu vetu, ktora hovori, ze pre celé Cislo n > 2 neexistuju
celé Cisla x, y, z také, ze x" 4+ y" = z", teda poslednych cca 25 rokov vieme,
Ze tento program pre n > 2 hello, world nikdy nevypiSe a pre n==2 ho
vypise.
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e Cize pre uvedeny program vieme povedat’ pre véetky mozné vstupy (v tomto
pripade hodnota parametra n), ¢i déjde k vypisu hello, world alebo nie.

® Znovu sa vSak vratme k otazke - existuje jeden algoritmus, ktory by dokazal
pre akykofFvek C program a jeho vSetky pripustné vstupy v kone¢cnom
¢ase povedat, Ci program vypiSe hello, world ako svoj prvy vypis alebo
nie?
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e Ak by taky algoritmus existoval, potom by sa vdaka nemu dalo zodpovedat
vela doteraz nezodpovedanych otazok!

¢ Napriklad by sme urobili C program, v ktorom je vypis hello, world
podmieneny tym, Ze sa zaroven najde odpoved na nejaky doteraz neznamy
problém.

¢ Ak by potom nés univerzalny algoritmus povedal, Ze dany program vypiSe
hello, world, znamenalo by to, Ze odpoved na problém musi existovat'!

¢ Naopak, ak by nas univerzalny algoritmus povedal, ze dany program nikdy
hello, world nevypi$e, znamenalo by to, Ze odpoved na problém
neexistuje!
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Iny priklad
Nech goldbach (pl,p2,n) je funkcia, ktoré vrati True, ak n = p1 + p2 a p1, p2
su prvocisla:

main ()

{
int n = 4;
int pl,p2, found;
while (1) {

found = 0;
for (pl = 2; pl <= n/2; pl++){
p2 = n - pl;
if (goldbach(pl,p2,n)) {
found = 1; break; }

}
if (found == 0)

printf ("hello, world\n");
n+=2;
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e Uvedeny program prechadza parne kladné Cisla n a vypiSe hello, worldv
pripade, ze sa dané Cislo n neda napisat’ ako sucet 2 prvocisiel.
e Ak by existoval univerzalny algoritmus, ktory by vedel povedat, ¢i tento dany
program vypiSe hello, world alebo nie, tak v takom pripade:
® Ak by povedal, ZzZe sahello, world nikdy nevypiSe, tak to znamena, ze
vSetky parne kladné Cisla sa daju napisat’ ako sucet 2 prvocisiel
® Ak by povedal, Ze sa hello, world vypiSe, tak to znamena ,Ze musi
existovat’ parne kladné Cislo, ktoré nie je si¢tom 2 prvocisiel
e Momentalne (22. 11. 2020) na otazku, ¢i sa da kazdé parne kladné Cislo
napisat’ ako sucet 2 prvocCisiel neexistuje v matematike odpoved’! - ide o
tzv. Goldbachovu hypotézu, ktora tvrdi, Ze kazdé parne kladné Cislo sa da
napisat’ ako sucet 2 prvocisiel, ale neexistuje jej dokaz.

¢ A teda algoritmus, ktory by vedel rozhodnut, ¢i sa vypiSe hello, world by
tym padom Goldbachovu hypotézu nepriamo dokazal alebo vyvratil!
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¢ Vidime teda, zZe dat odpoved na otazku, i fubovolny C program vypiSe
hello, world ako svoj prvy vypis, nie je také jednoduché.

¢ KonkrétnejSie nas zaujima, Ci existuje algoritmus H, ktory by pre program P a
jeho vstup / dokazal v kone¢nom Case rozhodnut, €i program P so vstupom /
vypiSe hello, world

¢ V podstate by vystupom programu H bola textova odpoved ano alebo nie
podfa toho, ¢i program P so vstupom / vypiSe / nevypiSe hello, world

e Ak taky algoritmus H existuje, tento problém nazyvame rozhodnutelny.
e Ak taky algoritmus H neexistuje, tento problém nazyvame nerozhodnutelny.

e Uk&Zeme, ze pre hello, world je tento problém nerozhodnutelny, t.j. pre
tento problém neexistuje algoritmus H.
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Dokaz

¢ Dobkaz toho, Ze neexistuje algoritmus H, ktory by pre lubovolny program P
a jeho vstup / dokazal v konecnom Case povedat, ¢i program vypiSe hello,
world, urobime ako dékaz sporom.

¢ To znamena, ze budeme predpokladat, Ze takyto algoritmus H existuje.

¢ Nech teda existuje nejaky algoritmus H, ktory pre lubovolny program P a
vstup / vrati vystup yes v pripade, ak program P pre vstup / vypise
hello, world a vrativystup no v pripade, ak program P pre vstup /
nevypise hello, world.

e Kedze H je algoritmus, uvazujme, Zze H je aj jeho implementéacia v jazyku C a
vratenie vystupu yes alebo no méZzeme vnimat ako vypis na obrazovku.
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¢ Nech sa teda algoritmus (program) H sprava podla obrazka:

i Hello—world
tester 7 YeS
p H \ no

Figure: Spravanie programu H [1]
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e Ak existuje program H, tak potom urcite existuje program Hj, ktory vznikne
tak, Ze v H zmenime vypis no na vypis hello, world.

¢ To znamena, Ze ak program H; zisti, ze analyzovany program P so vstupom /
vypi$e na obrazovku hello, world, tak Hy vypiSe (vrati) yes a ked zisti,
Ze P so vstupom [ nevypiSe na obrazovku hello, world, tak H; vypiSe
(vrati) hello, world

e Cize H; sa sprava rovnako ako H s tym rozdielom, Ze namiesto no vracia
hello, world
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e Nech sa teda program H; sprava podla obrazka:

ves

P hello, world

Figure: Spravanie programu H; [1]
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e Urobme este jednu modifikaciu.

e Ak existuje program Hy, tak potom urcite existuje program H,, ktory vznikne
tak, ze v Hy budeme uvazovat P = /, t.j. program H, bude simulovat
spravanie programov P, ktorych vstupom je znovu samotny program P, t.j.
| = P (to sa da v praxi realizovat napriklad tak, ze ak P je kéd v jazyku C, tak
| je textovy retfazec reprezentujuci dany kod)

¢ Tj. Ho bude simulovat spravanie vstupného kédu P predstavujuaceho nejaky
program v jazyku C, ktorého vstupom je jeho vlastny kéd P.

e Znovu plati, Zze H, vrati yes v pripade, ze vstupny kéd P spolu so vstupom P
vypiSe hello, worlda H, vratihello, world v pripade, ze vstupny kéd
P spolu so vstupom P nevypi$e hello, world
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e Nech sa teda program H, sprava podla obrazka:

yves

hello, world

Figure: Spravanie programu H [1]
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¢ Pre pripomenutie, vSimnite si, Ze sme na zacCiatku predpokladali, Ze existuje
program (algoritmus) H, ktory dokaze korektne pre vSetky mozné programy
v jazyku C P aich vstupy / povedat, ¢i vypiSu / nevypiSu na obrazovku
hello, world

* Nasledne sme z programu H odvodili program H; (Upravou vypisu) a z neho
program H, (Upravou vstupu)

e VSetky Upravy su korektné, pretoze spadaju do kategérie toho, Co vieme s
algoritmom / programom v jazyku C urobit'.

® Pozrime sa, ako sa bude spravat program H,, ak dostane na vstup sam
seba.
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H- sa teda sprava takto pre vstupny program P:

1. Ak P vypiSe hello, world, tak H, vypiSe yes

2. Ak P nevypiSe hello, world, tak Ho vypiSe hello, world
Co sa udeje, ak pomocou Hs analyzujeme samotné Hs, t.j. ak P = H,?

1. Predpokladajme, ze P = H, vypiSe yes. V takom pripade by H. v StvorCeku
malo vratit' (vypisat) hello, world, lebo jeho vstup nevypiSe hello,
world. AvSak to je v spore s tym, ze predpokladame, ze H, vypiSe yes!

2. Predpokladajme, Zze P = H, vypiSe hello, world. V takom pripade by Ho v
StvorCeku malo vratit (vypisat) yes, lebo jeho vstup vypiSe hello, world.
Avsak to je v spore s tym, Ze predpokladame, ze H, vypiSe hello, world!

ves

hello, world

Figure: Spravanie programu H [1]
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¢ Dospeli sme do situacie, ze H, nespravne urcilo, ¢i H» vypiSe / nevypiSe
hello, world.

e AvSak H, bolo zostrojené korektnymi krokmi z algoritmu (programu) H, ktory
by sa nikdy nemal mylit, t.j. pre vSetky vstupy korektne povie, Ci vypiSu
hello, world alebo nie, preto ani Ho by sa nikdy mylit nemal!

e Tym padom sme dospeli k sporu a ked'ze predpokladom bolo, ze H existuje,
tak zaverom je, ze H existovat’ nemoze!
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e Ukazali sme teda, Ze neexistuje algoritmus, ktory dokaze pre akykofFvek
vstupny program povedat, i vypiSe hello, world alebo nie.

e Tato uloha - rozhodnut, ¢i fubovolny program vypiSe / nevypi$e hello,
world je prikladom nerozhodnutelného problému.
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Redukcie problémov
¢ Existencia nerozhodnutelnych problémov nam vie posluzit na dékaz toho, Zze
aj iné problémy su nerozhodnutelné, pomocou tzv. redukcie.

* Majme problém P, o ktorom vieme, Ze je nerozhodnutelny a problém P», o
ktorom chceme dokéazat, Ze je nerozhodnutelny:

¢ Klasicky sa to robi pomocou nasledovnej schémy:

Construct [ P, yes

instance instance

no
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e Ak sa nam podari ukazat, ze plati implikacia: Ak je problém P,
rozhodnutelny, potom je aj problém Py rozhodnutelny, tak zo znalosti toho, Ze
P4 je nerozhodnutelny logicky vyplyva, ze aj P, je nerozhodnutelny.

* Pretoze v opacnom pripade by nastala situacia, Ze P; je rozhodnutelny a
nerozhodnutelny zaroven, co neméze byt.
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e Stvorec "Construct" v obrazku predstavuje konstrukciou s ciefom:

® Kazdu indtanciu w problému Py vie skonvertovat na inStanciu x problému P> s
rovnakou odpovedou na prisluSny problém.

* Ak w je indtancia problému P; s odpovedou ano, tak bude skonvertovana na
inStanciu x problému P, s odpovedou ano.

* Ak w je inStancia problému P; s odpovedou nie, tak bude skonvertovana na
inStanciu x problému P, s odpovedou nie.

* Nasledne, ak by sme vedeli zistit, ¢i x patri do P, tak by sme z toho logicky
usudili, i w patri do P; (teda ak by bol P> rozhodnutelny, tak by bol aj P;)

e To znamena, ze ak by existoval algoritmus, ktory by vedel rozhodovat' o
probléme P», tak na zaklade danej konverzie by musel existovat’ algoritmus,
ktory vie rozhodovat o probléme P;. Ale ked'Ze taky algoritmus pre P;
neexistuje, tak nemo6ze existovat ani pre Ps.
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Priklad

Uvazujme nasledovny rozhodovaci problém: Je dany program Q so vstupom y.
Zavola tento program niekedy pocas svojej ¢innosti funkciu foo ?

e Ak program taku funkciu neobsahuje, tak je odpoved urcite nie.

e Ak taku funkciu obsahuje, tak potom je to problém zistit'.

e Pri dékaze, Ci existuje algoritmus, ktory by to vedel v koneCnom Case zistit, si
pomdzeme tym, ze vieme, ze neexistuje algoritmus, ktory by vedel v
kone¢nom Case povedat, Ci nejaky program s nejakym vstupom ako prvy
vypis vypiSe hello, world.
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Nech problém P; je problém, €i program ako prvy vystup vypise hello,
world
Nech problém Ps je problém, €i program niekedy zavola funkciu foo

Predpokladajme, Zze problém P je rozhodnutelny, t.j. existuje algoritmus,
ktory vie v koneCnom Case rozhodnut, ¢i program pocas svojho behu zavola
funkciu foo.

Nasou Ulohou je teraz ngjst’ redukciu problému P; na problém Ps.
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1. Nech je dany nejaky program Q so vstupom y.

2. Vytvorme v programe Q novu prazdnu funkciu foo. Ak sa v iom uz
nachadza funkcia s takymto menom, tak pévodnu funkciu premenujme,
rovhako zmenime vsetky jej volania. Tento novy program nazvime Qy.

3. V programe Q; budeme priebezne sledovat vypisované znaky. V pripade, ze
zistime, Ze prvych 12 vypisanych znakov je hello, world, tak program
zavola novovytvorenu funkciu foo. Tento vysledny program nazvime R. Nech
jeho vstup bude y, t.j. vstup pévodného programu Q.
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1. Co by sa udialo, ak by program Q so vstupom y vypisal hello, world ako
svoj prvy vypis? Urcéite by program R zavolal funkciu foo.

2. Co by sa udialo, ak by program Q so vstupom y nevypisal hello, world
ako svoj prvy vypis? Urcite by program R nezavolal funkciu foo.

3. To znamena volanie foo v programe R je ekvivalentné vypisu hello,
world ako prvého vypisu v programe Q.

4. Ak predpokladame, Ze existuje algoritmus, ktory vie v koneCnom Case
rozhodnut, ¢i R so vstupom y vola funkciu foo, tak potom by ten isty
algoritmus zaroven detegoval, ¢i program Q vypisuje hello, world ako
SVoj prvy vypis!

5. My vS§ak vieme, Ze taky algoritmus nemoze existovat’!

6. Preto nemoze existovat’ ani algoritmus, ktory v koneCnom Case rozhodne, Ci
program R so vstupom y vola funkciu foo.
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¢ Doteraz sme sa bavili o nerozhodnutelnych problémoch najma z pohfadu
existencie nejakého programu v zdrojovom kéde.

e Av8ak pre dékazy o nerozhodnutefnosti problémov potrebujeme nejaky
teoreticky matematicky model pocitaca.

¢ Takymto modelom je Turingov stroj.
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Turingove stroje
Turingov stroj je v podstate koqeény automat, ktory disponuje paméatovym
médiom - paskou nekonecnej dizky - z ktorej mdze Citat a na ktord mbze
zapisovat' data.
Tato paska pozostava z buniek, v ktorych sa m6zu nachadzat "data" formou
symbolov.
Na tejto paske sa pocas svojej Cinnosti m6ze pohybovat dofava i doprava.
Rovnako, ako KA, sa pocas svojej ¢innosti nachadza v tzv. stavoch.
Na zaciatku svojej ¢innosti ma na paske napisany vstup (vstupny refazec).
Tento retazec pocas Cinnosti méze Citat, pripadne i prepisovat’. Taktiez méze
na pasku na hociktoré miesto zapisovat a Citat' z nej.
V pripade, ze dospeje do niektorého zo stavov oznateného ako akceptacny,

tak vstup akceptuje, bez ohfadu na to, ¢o sa na paske nachadza. Taktiez
bez ohladu na to, ¢i precital cely vstup alebo nie.

36/77



Turingove stroje
0@000000000000000O00000000000000000000000000

Turingove stroje formalne zaviedol britsky matematik Alan Turing v roku 1936
ako model vypoctového zariadenia.

Zaujimavostou je, Ze to bolo niekolko rokov predtym, nez boli vobec
zostrojené prvé elektrické, Ci dokonca elektromechanické pocitace.
Napriek svojmu pomerne primitivnemu dizajnu existuje predpoklad, ze
vypoctova sila Turingovych strojov je ekvivalentna s vypoctovou silou
pocitacov, ako ich pozname dnes.

Church-Turingova téza: Ku kazdému algoritmu existuje ekvivalentny
Turingov stroj.

Tato téza nie je formalne dokazatelna a na jej vyvratenie by musel existovat
vypoctovy stroj, ktory vie rieSit problémy, ktoré Turingov stroj riesit’ nevie -
napriklad problém rozhodnutia v kone¢nom case, Ci program vypiSe hello,
world ako svoj prvy vystup.

37/77



Turingove stroje
000000000000 00000O00000000000000000000000000

¢ Neformalne vieme povedat, ze kazdy program, zapisany v fubovofnom
programovacom jazyku, sa da prelozit do ekvivalentného programu
vykonatefného na Turingovom stroji.

e V praxi hovorime o tzv. Turingovsky-uplnych programovacich jazykoch - su to
jazyky, ktoré maju rovnaku silu, ako Turingove stroje - napriklad C, C++, Java,
Python, ...

¢ Na to, aby bol jazyk Turingovo-Uplny, musi obsahovat' (citat z Wikipedie):

® cyklus while-do

® neobmedzenu (teoreticky) rekurziu
® podmieneny skok
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Turingov stroj

Finite
control

/

s x[x] X,

1

BB ...

|x

n

Figure: Schéma TS [1]

Finite control je riadiaca stavova jednotka, ktora je v kazdom momente v nejakom
stave. Zaroven sa vzdy pomocou citaco/piSucej hlavy diva na nejaki bunku
nekonecCnej pasky (na obrazku sa v bunke nachadza symbol X;). Na paske sa
okrem symbolov Xi, X, ..., X, nachadzaju aj prazdne bunky oznacené symbolom
B (blank).
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Na zagiatku sa na pasku zapige vstup, ktorym je refazec koneénej dizky nad
vstupnou abecedou. Ostatné bunky pasky su prazdne.

Na paske sa teda mozu nachadzat symboly vstupnej abecedy. Dalej tam
moézu byt aj iné, tzv. paskové symboly a jeden Specialny paskovy symbol B,
reprezentujici prazdnu bunku. B nesmie byt zaroven aj vstupny symbol.

Na zagiatku je ¢itaco-pisuca hlava (CPH) nastavena na prvom symbole
vstupného retazca.

Zaroven je na zacCiatku riadiaca stavova jednotka v nejakom pociato¢nom
stave qo.
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® Krok vypoctu TS je funkciou aktualneho stavu a symbolu Citaného z pasky.
Na ich zaklade vykona TS:
1. Prechod do d'alSieho stavu (mbze byt aj ten isty stav, ako aktualny)
2. Do citanej bunky zapise nejaky paskovy symbol. M6Ze zapisat’ aj taky symbol,
aky bol ¢itany (t.j. de facto sa obsah bunky nezmeni).
3. Posunie CPH o 1 poziciu na paske dofava alebo doprava.
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Forméalne je Turingov stroj sedmica M = (Q, X, T, 0, qo, B, F):

1.

Konecna mnozina stavov Q

2. Konecna abeceda vstupnych symbolov &

o K~ w®

N o

Kone¢na mnozina paskovych symbolov I
Pociato€ny stav qg, o € Q

Prazdny symbol B, B €T, B ¢ ¥, reprezentuje prazdne bunky na paske, t.;.
na zaciatku je vSade na paske tam, kde nie je vstupné slovo

Mnozina akceptacnych stavov F, F C Q.
Prechodové funkcia ¢, definovana na d'alSom slajde.
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Prechodové funkcia § ma vstupné argumenty 4(q, X), kde:
e Aktualny stav g, g € Q
e Aktualne Citany paskovy symbol X, X € I

Nech je hodnota §(q, X) definovana ako trojica (p, Y, D). V tejto trojici:
* pje stav, do ktorého sa TS prepne, p € Q

* Y je paskovy symbol, ktory sa zapiSe na miesto, kde bol &itany symbol X,
YeTl

e Dje smer (vlavo = L, vpravo = R), kam sa posunie CPH
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Priklad
Nech je dany Turingov stroj: M = (Q, X, T, 4, qo, B, F), kde:
* Q=1{q0,91,G2,093,q4}

e > ={0,1}

e ={0,1,X,Y,B}

° F={aqs}

a prechodova funkcia ¢ je dana:
Stav\ Symbol 0 1 X Y B

Qo (Q1,X, R) B - (q37 Y, R) -
a1 (q150> R) (an Y, L) - (q17 Y, R) -
7 (g2,0,L) - (9, X,R) | (g2, Y, L) -
Qs - B - (q37 Y, R) (q4aBa R)
94 - - - - -
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Ako uvedeny TS spracuje vstup 00117 Pre sledovanie ¢innosti potrebujeme vzdy
sledovat

e Aktualny stav
e Aktualny obsah pasky a aktualne ¢itany symbol
Pre retazec 0011 na zacCiatku plati:
¢ Aktualny stav je pociatoCny stav qq
 Na paske je zapisany vstup, t.j 0011 a aktualne je nastavena CPH

(Citaco-piSuca hlava) na prvom symbole, t.j. na prvej nule. Ostatné symboly
pasky su prazdne (Co "oznacime" tak, ze tam bude zobrazeny symbol B)

e Poziciu CPH vzhladom na pasku ozna&ime $ipkou
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Stav: qo
Pozicia CPH 1
Paska B|0o|O|1]|1|B

Podl'a prechodovej funkcie je pre situaciu 6(qo, 0) = (g1, X, R), t.j. TS prejde zo
stavu qp Citanim symbolu 0 z pasky do stavu gy, na pasku zapise symbol X a
posunie hlavu o jednu poziciu vpravo.
Stav: g4
Pozicia CPH !
Paska .. |BIX]O
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Stav: g4
Pozicia CPH !
Paska BI/X|o[1[1]B

Podl'a prechodovej funkcie je pre situaciu 4(q1,0) = (g1, 0, R), t.j. TS prejde zo
stavu gy Citanim symbolu 0 z pasky do stavu gy, na pasku zapise symbol 0 a
posunie hlavu o jednu poziciu vpravo.

Stav: g4
Pozicia CPH J
Paska .. |B|X]0|1]|1]|B
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Stav: g4
Pozicia CPH 1
Paska BI/X|o[1[1]B

Podl'a prechodovej funkcie je pre situaciu 6(q1,1) = (g2, Y, L), t.j. TS prejde zo
stavu gy Citanim symbolu 1 z pasky do stavu g, na pasku zapiSe symbol Y a
posunie hlavu o jednu poziciu vlavo.
Stav: ¢
Pozicia CPH !
Paska .. |BIX]O

48/77



Turingove stroje
000000000000 0@00000000000000000000000000000

Stav: g
Pozicia CPH !
Paska BI/X|o|Y[1]B

Podl'a prechodovej funkcie je pre situaciu 6(ge,0) = (g2,0, L), t.j. TS prejde zo
stavu g» Citanim symbolu 0 z pasky do stavu o, na pasku zapise symbol 0 a
posunie hlavu o jednu poziciu vlavo.

Stav: ¢
Pozicia CPH J
Paska . |B|X]0|Y|1|B
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Stav: g
Pozicia CPH 1
Paska BI/X|o|Y[1]B

Podl'a prechodovej funkcie je pre situaciu o(gz, X) = (qo, X, R), t.j. TS prejde zo
stavu g» Citanim symbolu X z pasky do stavu qg, na pasku zapiSe symbol X a
posunie hlavu o jednu poziciu vpravo.
Stav: qo
Pozicia CPH !
Paska .. |BIX]O
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Stav: qo
Pozicia CPH !
Paska BI/X|o|Y[1]B

Podl'a prechodovej funkcie je pre situaciu 6(qo, 0) = (g1, X, R), t.j. TS prejde zo
stavu qp Citanim symbolu 0 z pasky do stavu gy, na pasku zapise symbol X a
posunie hlavu o jednu poziciu vpravo.

Stav: g4
Pozicia CPH +
Paska . |B|IX|X|Y|1|B
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Stav: g4
Pozicia CPH 1
Paska BIX|X|Y[1]B

Podl'a prechodovej funkcie je pre situaciu 6(qy, Y) = (g1, Y, R), t.j. TS prejde zo
stavu gy Citanim symbolu Y z pasky do stavu gy, na pasku zapiSe symbol Y a
posunie hlavu o jednu poziciu vpravo.

Stav: g4
Pozicia CPH N
Paska . |B|IX|X|Y|1|B
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Stav: g4
Pozicia CPH 1
Paska BI[X|[X|Y[1]B

Podl'a prechodovej funkcie je pre situaciu 6(qy,1) = (g2, Y, L), t.j. TS prejde zo
stavu gy Citanim symbolu 1 z pasky do stavu g, na pasku zapise symbol Y a
posunie hlavu o jednu poziciu vlavo.

Stav: ¢
Pozicia CPH +
Paska . |B[X|X|Y|Y|B
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Stav: g
Pozicia CPH 1
Paska BIX|X|[Y|Y]|B

Podl'a prechodovej funkcie je pre situaciu 60(ge, Y) = (qe, Y, L), t.j. TS prejde zo
stavu g» Citanim symbolu Y z pasky do stavu g», na pasku zapiSe symbol Y a
posunie hlavu o jednu poziciu vlavo.

Stav: ¢
Pozicia CPH N
Paska . |B[X|X|Y|Y|B
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Stav: g
Pozicia CPH 1
Paska BI[X|[X|Y|Y]|B

Podl'a prechodovej funkcie je pre situaciu o(gz, X) = (qo, X, R), t.j. TS prejde zo
stavu g» Citanim symbolu X z pasky do stavu qg, na pasku zapiSe symbol X a
posunie hlavu o jednu poziciu vpravo.

Stav: qo
Pozicia CPH +
Paska . |B[X|X|Y|Y|B
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Stav: qo
Pozicia CPH 1
Paska BIX|X|[Y|Y]|B

Podl'a prechodovej funkcie je pre situaciu 6(qo, Y) = (g3, Y, R), t.j. TS prejde zo
stavu qq Citanim symbolu Y z pasky do stavu g3, na pasku zapise symbol Y a
posunie hlavu o jednu poziciu vpravo.

Stav: 3
Pozicia CPH {
Paska | B X|X]Y|Y|B
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Stav: g3
Pozicia CPH !
Paska BIX|X|[Y|Y]|B

Podl'a prechodovej funkcie je pre situaciu 6(qs, Y) = (qs, Y, R), t.j. TS prejde zo
stavu g3 Citanim symbolu Y z pasky do stavu g3, na pasku zapise symbol Y a
posunie hlavu o jednu poziciu vpravo.

Stav: 3
Pozicia CPH 1
Paska . |B[X|X|Y|Y|B
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Stav: @3
Pozicia CPH i
Paska B/ X|X|Y|Y|B

Podfa prechodovej funkcie je pre situaciu §(qgs, B) = (qs, B, R), t.j. TS prejde zo
stavu g3 Citanim symbolu B z pasky (t.j. Cita prazdny symbol, resp. na paske sa v
bunke nenachadza Ziaden symbol) do stavu g4, na pasku zapiSe symbol B a
posunie hlavu o jednu poziciu vpravo.

Stav: g4
Pozicia CPH J
Paska .| B X[ X|Y|Y|B|B
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Stav: qq4 v
Pozicia CPH J
Paska B/ X|X|Y|Y|B|B

e Kedze TS sa ocitol v stave qu, ktory je akceptacny, tak v danom momente
konci svoju Cinnost a akceptuje vstupny retazec 0011.

* Navyse, pre stav g4 a paskovy symbol B nie je definovany ziaden prechod,
takZe v tejto situacii by sa TS zastavil (zasekol).
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Keby nas zaujimalo, ako by sa TS spraval pre vstup 001, tak sa da ukazat, ze z
pociatocnej situacie:

Stav: q
Pozicia CPH 1
Paska ..|B|0|0]|1]|B
by sme sa vedeli dostat’ do situacie:
Stav: g4
Pozicia CPH 1
Paska B|X|X|Y|B

Ked'Ze neexistuje prechod §(q, B), tak v tejto situacii by sa TS zastavil. AvSak,
kedZe gy nie je akceptaCny stav, tak vstup 001 by TS neakceptoval.
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Keby nas zaujimalo, ako by sa TS spraval pre vstup ¢, tak sa da ukazat, ze z
pociatocnej situacie:

Stav: q
Pozicia CPH N
Paska B/ B|B|B|B

by sme sa nevedeli d'alej pohnut, lebo §(qo, B) nie je definované. A ked'Ze qy nie
je akceptacny stav, tak tento TS neakceptuje vstup .

V8imnite si ,Zze ked'Zze sme chceli spracovat prazdny retazec, tak na paske bol uz
na zacCiatku napisany prazdny retfazec - t.j. vSetky symboly pasky boli prazdne. V
takom pripade méze hlava ukazovat na fubovolny prazdny symbol.
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Konfiguracia TS

Pre popis ¢innosti TS pouzivame podobne ako pri zasobnikovych automatoch
tzv. konfiguracie.

Kazda konfiguracia popisuje v akom stave sa nachadza TS, aky je aktualny
obsah pasky a aky je aktualny vstupny symbol.

Hoci paska je nekonecné diha, tak ked'ze poCet vykonanych krokov je vzdy
koneCny, aj pocet nie-prazdnych symbolov na paske je konecny.

Preto v konfiguracii uvadzame zvacsa len neprazdne symboly, t.j. relevantny
obsah péasky.

Prazdne symboly pasky B uvadzame len, ak je to potrebné, pretoze sa na ne
diva CPH, pripadne sa nachadzaju medzi blokmi neprazdnych symbolov.
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Konfiguracia TS

e Na zachytenie pozicie CPH a aktualneho stavu popisujeme konfiguraciu tak,
Ze akoby aktualny stav vliozime do obsahu pasky, pricom aktualny stav
zapiSeme vlavo pred aktualne Citany vstupny symbol.

¢ Preto je vhodné, aby sa mena stavov zaroven nevyskytovali ako paskové
symboly.

* To znamena, Ze retfazec X1 Xs...Xi_19XiXj.1... X, reprezentuje nasledovnu
konfiguraciu

Stav: g
Pozicia CPH 1
Paska e [ B Xy | Xo | oo | Xig | Xi | Xigq | o | X0 | B
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e Krok vypoctu TS M zapiSeme ako relaciu medzi konfiguraciami oznacenu
¢ Nula-alebo-viac krokov vypoc¢tu medzi konfiguraciami zapiSeme +*
¢ Predpokladajme, ze §(q, X;) = (p, Y, L), potom plati:

X1 X2...)(,‘_1 Q)(,')(,'_H X X1 Xg...p)(,'_1 Y)(i+1 . Xn

t.j. prechod z konfiguracie
Stav: q
Pozicia CPH
Paska ... | B X1 X2 )(,'_1
do konfiguracie
Stav: p
Pozicia CPH +
Paska W BX | X | ] X Y X,‘+1 .. | Xp| B

X[«

64/77



Turingove stroje
000000000000 00000O000000000000e0000000000000

Specialne, nech §(qg, X;) = (p, Y, L), t.j. hlava sa hybe vlavo a:
e Akj=1:
QX1 Xg...Xn F pBYXan
e Aki=n Y=8B
X1 Xg...Xn_-] an F X1 Xg...Xn_ngn_1

Ked 6(q, Xi) = (p, Y, R), t.j. hlava sa hybe vpravo, tak vo vS8eobecnosti:
X1 X5... Xi_1 Q)(/)(i+1 S Xn B X1 Xl Xy Yp)(,'+1 . Xn

Znovu, existuju 2 Specialne pripady:
e Aki=n:
X1 X2...Xn_1 an F X1 X2...Xn_1 Y,OB

e Aki=1,Y=8B

QX1 X2...Xn = ngXn
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Priklad
Nech je dany Turingov stroj: M = (Q, X, T, 4, qo, B, F), kde:
* Q=1{q0,91,G2,093,q4}

e > ={0,1}

e ={0,1,X,Y,B}

° F={aqs}

a prechodova funkcia ¢ je dana:
Stav\ Symbol 0 1 X Y B

Qo (Q1,X, R) B - (q37 Y, R) -
a1 (q150> R) (an Y, L) - (q17 Y, R) -
7 (g2,0,L) - (9, X,R) | (g2, Y, L) -
Qs - B - (q37 Y, R) (q4aBa R)
94 - - - - -
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Spracovanie vstupu 0011 zapiSeme pomocou konfiguracii nasledovne:

- XXQo YY F XquXYY - XXqo YY - XXYqs Y - XXYYqsB - XXYYBquB

T.j. v skratenom tvare vieme vypocCet zapisat':

90011 -* XXYYBq,B
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Spracovanie vstupu 001 zapiS§eme pomocou konfigurécii nasledovne:
Qo001 - Xq;01 F X0q11 = Xq20Y = goX0Y = XqoOY = XXq1 Y = XXYq B
T.j. v skratenom tvare vieme vypocCet zapisat':

o001 F* XXYq1 B

Podobne spracovanie vstupu ¢ by na zaCiatku (a hned' na konci, ked'Ze nie je
mozny Ziaden prechod) predstavovala konfiguracia:

QB
t.j. je mozny vypocet na nula krokov:

QB qB
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Rozoberme si, ¢o vykonava uvedeny TS:

Na zaciatku je na paske nejaky retazec z nul a jednotiek (a vo zvySnych
bunkach su prazdne symboly B) a automat v stave qp.
Ak Cita v stave qq jednotku - zasekne sa v neakceptatnom stave qq.

Ak Cita v stave qq nulu - prepiSe ju na X, prepne sa do stavu q; a pokracuje
vpravo.

V stave q; - "preskakuje" nuly, preskakuje Y a hlada jednotku.

Ak v stave gy Cita jednotku - prepiSe ju na Y, prepne sa do stavu g, a vyberie
sa po paske dofava.

V stave @» sa posuva po paske vlavo, pricom preskakuje symboly Y a nuly.
Ak narazi na X, tak sa prepne do stavu qy a znovu sa vyberie doprava.
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T.j. v stave qu najde prva nulu - prepiSe ju na X a hfada prva jednotku vpravo

od nej. Tu prepiSe na Y a vrati sa vfavo na poslednu nulu prepisand na X.
T.j. po prvom takomto cykle sa paska

0100 1][1]...]1

zmeni na

X|0|...]0]Y[1]...]1
T.j. akoby sa ku kazdej nule na paske hfada jednotka vpravo od nej
Ak je vstup v tvare 071", tak urCite nastane situacia, ze po sparovani
poslednej nuly a poslednej jednotky sa pri posune vlavo v stave g» narazi na
také X, od ktorého vpravo uz Ziadna d'alSia nula neexistuje.
V takom pripade sa prepne do stavu g3 a prechodom cez vSetky Y prejde na
prvy prazdny symbol B za vstupom. Ten nasledne umozni prechod do
akceptacného stavu.
Preto uvedeny TS skonéi v stave g, len pre jazyk L = {0"1" | n > 1}.
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Jazyk akceptovany TS

Definicia

Nech M = (Q,%,T,4,qo, B, F) je Turingov stroj. Nech L(M) je mnoZina vsetkych
retazcov w € L* takych, Ze qow +* apg, kde p € F a «o,3 st nejaké retazce
paskovych symbolov. Potom mnoZinu L(M) nazyvame jazykom akceptovanym
Turingovym strojom M.

Jazyky, pre ktoré existuje Turingov stroj, ktory ich akceptuje, sa nazyvaju
rekurzivne vycislitelné jazyky, alebo RE jazyky (Recursively Enumerable).
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Grafické znazornenie TS

* Podobne ako KA alebo ZA, aj TS vieme znazornit pomocou prechodového
diagramu.

e Uzly (vrcholy) v prechodovom diagrame budu stavy, poCiatoCny stav je
oznaceny vstupujucou Sipkou, akceptacné stavy st oznacené 2 kruznicami

® Prechod é(q, X) = (p, Y, L) je v diagrame oznaCeny orientovanou hranou zo
stavu q do stavu p, priCom hrana je ozna¢ena X/Y <, t.j. je v nej favou
Sipkou oznaceny posun hlavy dolava.

* Prechod é(q, X) = (p, Y, R) je v diagrame oznaCeny orientovanou hranou zo
stavu q do stavu p, priCom hrana je oznacena X/Y —, t.j. je v nej pravou
Sipkou oznaceny posun hlavy doprava.

72177



Uvod do Turingovych strojov Turingove stroje
0000000000000 00000O0O000O000000000 000000000000 000O0000000000O0000O0000000e00000

Priklad
TS zo slajdov 65, resp. 43 by bol prechodovym diagramom znazorneny ako:

Y/ Y—=
0/0—= Y/ 'Y=

Start 0/ X— (jl."lf"E 0o
@)@ @) )
\/

Y/ Y—=

Figure: TS pre jazyk {a"b",n > 1}, [1] 73/77
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(Halting) Zastavenie a TS

¢ V definicii jazyka TS sme uviedli, Ze ho tvoria tie retazce, pocas spracovania
ktorych vie déjst TS do akceptacného stavu.

e Tj. TS by neakceptoval tie retazce, pre ktoré sa nikdy nedostane do
akceptacného stavu - €i uz z dévodu toho, ze sa zasekne, alebo z dévodu
toho, ze sa zacykli.
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(Halting) Zastavenie a TS

« Casto sa uvazuje ina definicia "akceptacie" Turingovym strojom - akceptacia
zastavenim.

* Hovorime, Ze TS sa zastavi, ak sa ocitne v stave g, na paske ¢ita symbol X a
(g, X) nedefinuje ziaden prechod.

e Ak by sme chceli upravit TS, ktory méa akceptacné stavy, aby sa zaroven
zastavil, vieme ho upravit, aby pre akceptaCny stav g neboli definované
prechody pre ziadne symboly X.
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(Halting) Zastavenie a TS

e Zial, nie vzdy vieme docielit to, aby TS zastavil pre refazce, ktoré akceptovat
nema.

® Preto sa v praxi TS eSte delia na také TS, ktoré sa zastavia vzdy pre
fubovolné refazce, bez ohladu na to, Ci ich akceptuju alebo nie.

e AnaTs, ktoré sa zastavia len pre retfazce, ktoré akceptuju a pre retazce,
ktoré neakceptuju, sa alebo zaseknu v neakceptacnhom stave, alebo sa pocCas
ich spracovania zacyklia, t.j. TS teoreticky nikdy neskonci svoju ¢innost.
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e Tie TS, ktoré sa vzdy zastavia bez ohfadu na vstup a to, ¢i ho akceptuju
alebo nie, predstavuju "dobry" model algoritmu.

e A ak takyto TS existuje pre rieSenie nejakého problému, t.j. pre fubovolny
vstup TS urcite v kone¢nom ¢ase skonci a dokaze povedat, ¢i vstup
akceptuje alebo nie, tak tento TS je zaroven modelom algoritmu pre dany
problém a dany problém nazyvame rozhodnutelny (decidable).
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