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Ulohy
Pre uvedené jazyky rozhodnite, €i su
1. rekurzivne (siva oblast)
2. rekurzivne vycislitelné, avSak nie rekurzivne (zelena oblast)
3. nie rekurzivne vycislitefné (modra oblast)

Vsetky mozné jazyky

Rekurzivne vycislitelné
N

Rekurzivne

Bezkontextové

Regularne
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Aby sme ukazali, Ze jazyk je:
1. rekurzivny
* musime najst TS, ktory zastavi pre vSetky vstupy, ktory ho akceptuje.
2. rekurzivne vycislitefny, ale nie rekurzivny

® musime najst TS, ktory zastavi pre tie vstupy, ktoré akceptuje

* navySe musime ukazat, Ze neexistuje TS, ktory by zastavil pre vSetky
vstupy - alebo Riceovou vetou, alebo redukciou z iného problému, ktory nie je
rozhodnutelny

3. nie je rekurzivne vycislitelny

® musime ukazat, ze neexistuje TS, ktory by ho dokazal akceptovat - pomocou
redukcie z iného problému, ktory nie je rekurzivne vycislitelny
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Jazyky

Ly ={w e {0,1}* | w kéduje TS M s 3 stavmi}

Lo ={w € {0,1}* | w kéduje TS M a vstup x na ktory zastavi }

Ly =Ly = {w e {0,1}* | w koduje TS M a vstup x na ktory nezastavi }
Ly={L|LjeREjazyka|L| > 3}

Ls ={L| Lje RE jazyk a |L| > 3}

Lg = {L| Lje RE jazyk a L je koneCny }

L; ={L| L je RE jazyk a L je nekonecCny }

Lg = {w | w koduje Turingov stroj, ktory nezastavi pre Ziaden vstup}

Ly = {w | w kdduje Turingov stroj, ktory zastavi pre aspon jeden vstup}
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Jazyk L,

Jazyk Ly = {w € {0,1}* | w kéduje TS M s 3 stavmi} predstavuju napriklad
retazce:
e w=01010010100110010100010100
t.j. 3 stavovy TS s prechodmi 6(qy,0) = (92,0, R),4(g2,0, 93,0, R)
e w=010010010100110101000010010
t.j. 3 stavovy TS s prechodmi 6(gs, 1, g2, 0, R),6(g1,0, qs, 1, L)
Do jazyka nepatri napriklad:
e w=0101001010011
t.j. 2 stavovy TS s prechodom 4(g1,0) = (92,0, R)
e w=1010
t.j. preddefinovany TS s 1 stavom bez prechodov

5/81



Tento jazyk hovori o Strukture Turingovych strojov, nie o ich jazykoch, preto
Riceova veta nie je aplikovatelna.

Vedeli by sme najst Turingov stroj, ktory spracuje retazec w, vzdy zastavi a zisti,
Ci prislusny TS ma 3 stavy?
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L1

Mozna idea rieSenia cez viacpaskovy Turingov stroj:

1. Na prvej paske je na zaciatku napisany vstupny binarny retazec -
predpokladame, Ze popisuje nejaky Turingov stroj.

2. Teda, Ze binarny retazec musi obsahovat retazce popisujuce 1 prechod:
0/10/10%¥10/10™ medzi ktorymi st 11

3. Urobili by sme teda Turingov stroj, ktory by postupne takyto retazec
spracuval, priGom by sa zameral na 0’ a 0%, teda skupiny nul popisujlce stavy
v danom prechode. Zaroven by kontroloval, Ci dany retazec predstavuje
korektny kéd Turingovho stroja.
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L1

Mozna idea rieSenia cez viacpaskovy Turingov stroj:

4. Podas Gitania nejakej skupiny 0’ alebo 0% by ju ukladal na druht pasku.
Zaroven by na tretej paske drzal vSetky rézne stavy, ktoré nasiel -
reprezentované napriklad skupinami nul oddelenych jednotkou, pricom jedna
skupina n-nul reprezentuje stav qp.

5. Po pregitani jednej skupiny 0’ alebo 0% by sa pozrel, &i je také skupina uz na
tretej paske. Ak ano, ide d'alej, ak nie, tak ju tam prida.

6. Po precitani celého vstupu w by sa pozrel, Ci sU na tretej paske prave 3 rézne
stavy. Ak ano - vstup popisuje TS s 3 stavmi. Ak nie - vstup nepopisuje TS s
3 stavmi.

7. Dany TS by teda urcite skong€il, navySe s korektnou odpovedou
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¢ Nasli sme teda Turingov stroj (resp. navrhli sme), ktory dok&ze rozpoznat
jazyk L{ a navySe vzdy skonéi - aj pre tie TS, ktoré maju 3 stavy, aj pre tie,
ktoré nemaju 3 stavy

e Jazyk L, je teda rozpoznatelny, Cize rekurzivny.
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Lo

Jazyk L, = {w € {0,1}* | w kéduje TS M a vstup x na ktory zastavi } predstavuju
napriklad retazce:

e w=0101001010011001010001010011100
t.j. TS s prechodmi 6(qgy,0) = (gz,0, R), (g2, 0, g3, 0, R) a vstupom 00
e w=0100100101001101010000100101111
t.j. TS s prechodmi 6(qgq,1, 2,0, R),4(g1,0,q4, 1, L) a vstupom 1
Do jazyka nepatri napriklad:
e w=010100010100110001010101011010010010010011100

t.j.TS s prechodmi
6(g1,0) = (93,0, R),4(g3,0) = (91,0, L),0(q1,1) = (g2, 1, R) a vstupom 00.
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Lo

Je tento jazyk rozpoznatelny? Riceovu vetu pouzit nevieme, lebo jazyk nehovori o
vlastnostiach RE jazykov.

Vedeli by sme najst Turingov stroj, ktory spracuje retfazec w, vzdy zastavi a zisti,
Ci popisuje TS M a vstup x, na ktory zastavi?

e Teoreticky by sme vedeli spustit simulaciu TS M so vstupom x. Ak M zastavi
na x, tak aj nasa simulécia zastavi!

e Ak by v8ak M na x nezastavilo, tak ani nasa simulacia nezastavi.
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Lo

Tym sme si vlastne naznacili, Ze tento jazyk je urcite minimalne rekurzivne
vycislitelny - teda Ze vieme néjst taky TS, ktory by v kone¢nom ¢ase vratil ANO
pre taky retazec w reprezentujuci par (M, x), kde M zastavi na x. Na obrazku sa

Mp,
M —}—ANO — ANO
W = U
(simulator (M,x))
X =— =t NIE*

vola M.



Lo

Tento TS M}, vezme vstup w, dekdéduje z neho Turingov stroj M so vstupom x
a vlozi ich do univerzalneho TS U, t.j. de facto simuluje ¢innost’ M na vstup
X.

Ak M zastavi na x, tak aj simulator U zastavi. V takom pripade Turingov stroj
M, vrati pre vstupny retazec w odpoved ANO.

Ak sa simulator U nezastavi (pretoze M sa na vstup x nezastavi), tak nas
Turingov stroj My, sa rovnako nezastavi a nevrati nic.

To znamena, ze M, vrati vzdy v koneénom &ase len odpoved’ ANO - av$ak
korektne len pre tie inStancie (M, x), ktoré patria do jazyka L,. Preto

L(Mp) = L, a jazyk L, je teda rekurzivne vyg¢islitelny, pretoze existuje TS,
ktory ho akceptuje.
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Lo

Podarilo sa nam n,éjst’ taky Turingov stroj, ktory zastavi s istotou len v pripade, ze
odpoved ma byt ANO.

Existuje Turingov stroj, ktory by vzdy zastavil aj v pripade, Ze by odpoved mala byt
NIE, t.j. Ze by M na vstup x nezastavilo? - NIE, takyto Turingov stroj
NEEXISTUJE.

Jazyk L, nie je rozpoznatel'ny (rekurzivny). Aby sme toto tvrdenie dokazali,
urobime redukciu z jazyka L, ktory tieZ nie je rozpoznatelny, z ktorej logicky
vyplynie, Ze L, nie je rekurzivny (rozpoznatelny).
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Redukcia L, na L,:

e Musime ndjst’ algoritmus, ktory prevedie kazdu inStanciu problému L, na
nejaku indtanciu problému L, s rovhakou odpoved’ou.

¢ Teda, Ze z dvojice (M, x), kde M akceptuje x, nejakym algoritmom vieme
odvodit dvojicu (M', x’) taku, ze M’ urcite zastavi pri spracovani vstupu x’.

¢ A naopak, ze z dvojice (M, x), kde M neakceptuje x, nejakym algoritmom
vieme odvodit dvojicu (M’, x’) taku, ze M’ urCite nezastavi pri spracovani
vstupu x’.
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Mala odbocka

Na chvifu odboCme a uvedme maly trik, ktory sa pri redukciach méze zist': Ak
mame dany nejaky Turingov stroj M, tak z neho vzdy vieme odvodit Turingov
stroj My, s rovnakym jazykom, t.j. L(M) = L(M,), pricom M., sa nikdy nezastavi
pre slova, ktoré neakceptuje.

e T,j. existuje jednoducha Uprava, ktora nezmeni akceptovany jazyk TS, avSak

dokaze "vynutit zacyklenie" pre tie retazce, pre ktoré by TS M zastavil v
neakceptaCnom stave.

¢ V jednoduchosti by sme mohli napriklad vyrobit novy neakceptacny "cykliaci"

stav, v ktorom pridame slu¢ky na vSetky paskové symboly (posun hlavy je
irelevantny)

¢ Rovnako do TS pridame zo vSetkych neakceptacnych stavov prechody do
tohto nového "cykliaceho" stavu na tie symboly, na ktoré z nich neboli eSte
definované prechody.
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Mala odbocka

Tj. z TS M, ktory akceptuje L = 0* ale mbze zastavit pre retazce, ktoré
neakceptuje, napr e,1,101, ...

Start —»@ 0/0 =

vyrobime TS M., ktory znovu akceptuje L = 0*, ale pre ostatné retazce nikdy
nezastavi:

Start
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Redukcia L, na Lo

Tento trik pouzijeme pri redukcii L, na Lp:

1. Nech (M, x) je indtancia problému L.

2. Uvazujme TS M’, so svojim vstupom x’, ktory pracuje nasledovne: Vezme
inStanciu (M, x) problému L, a z M vyrobi TS M, ktory nikdy nezastavi pre
neakceptované retazce.

3. Nasledne M’ urobi simulaciu spracovania slova x pomocou Turingovho stroja
M., t.j. v Univerzalnom Turingovom stroji UTS spusti simulaciu toho, ¢o by
urobil M, pre vstup x.

4. Ak sa UTS stroj zastavi, tak aj M’ sa zastavi - a napriklad povie, Ze svoj vstup
x" akceptuje. Zaujimavostou tohto konkrétneho rieSenia je, Ze vstup x’ sav
podstate nikde nepouziva.

5. Ak sa UTS nezastavi, tak ani M’ sa nezastavi.
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Redukcia L, na Lo

Na obrazku je vznik inStancie (M’, x) pre problém L,. TS M’ v sebe obsahuje
nejaku indtanciu (M, x) problému L, pricom najprv prevedie M na M, a nasledne
simuluje ¢innost M., na vstupe x v UTS. Ak UTS zastavi s odpoved'ou ANO, aj M

vrati odpoved ANO.

M —> M- . ,
u |ANo 4—ANO
X
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Redukcia L, na Lo

Preco je to spravne rieSenie?

* Predstavme si, Ze (M, x) ma tl vlastnost, Ze x € L(M). Potom v Turingovom
stroji M’ dojde k tomu, ze UTS vrati odpoved ANO a cely M’ sa tym padom
zastavi - to, Zze s akou odpovedou, je momentalne Uplne irelevantné - ale
nech je to ANO.

® Predstavme si, Ze (M, x) ma td vlastnost, ze x ¢ L(M). Potom v Turingovom
stroji M’ dojde k tomu, Ze UTS sa nikdy nezastavi a tym padom sa nikdy
nezastavi ani M'.
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Redukcia L, na Lo

Ak (M, x) € Ly, potom (M', x") € Lo.

Ak (M, x) ¢ Ly, potom (M, x") & L».

Teda L, sa redukuje na L.

Tym padom plati implikacia: Ak L, je nerozhodnutefny problém, aj L, je
nerozhodnutelny problém.

A ked'Ze vieme, Ze L, je nerozhodnutelny problém, tak je tym padom
dokazané, ze aj L, je nerozhodnutelny problém.
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Na konci minulého cviCenia sme pre presne tento isty jazyk L, (oznaCeny ako Lp)
dokazali, Ze nie je rozhodnutelny trochu inym spésobom - predpokladali sme, Zze
rozhodnutelny je a logicky sme dospeli k zaveru, ze potom je aj L, rozhodnutelny,
¢o je SPOR, kedze vieme, Ze L, nie je rozhodnutelny.

Samozrejme, oba pristupy - aj redukcia, aj takyto dékaz sporom - su spravne a v
podstate ide o to isté, len z dvoch réznych uhlov pohladu.
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L3

Jazyk Ly = L, = {w € {0,1}* | w kéduje TS M a vstup x na ktory nezastavi }
predstavuje napriklad retazec

e w=010100010100110001010101011010010010010011100
t.j.TS s prechodmi
6(g1,0) = (a3,0, R),6(g3,0) = (41,0, L),5(q1,1) = (g2, 1, R) a vstupom 00.
Do jazyka nepatri napriklad:
e w=0101001010011001010001010011100
t.j. TS s prechodmi 6(qg¢,0) = (g2, 0, R), §(ge, 0, g3, 0, R) a vstupom 00
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Jazyk L3 je doplnkom jazyka L.

Ako uz vieme, L, je rekurzivne vycislitelny jazyk, ktory nie je rekurzivny.
Podfa znalosti z prednasky to logicky m6ze znamenat jediné - jazyk L3
nemoze byt rekurzivne vycislitelny.

Teda nemOze existovat' taky Turingov stroj, ktory by dokazal s istotou
povedat, ze (M, x) je taky par, Ze M je Turingov stroj, ktory sa nikdy nezastavi
pri spracovani vstupu x.

24 /81



¢ Tento vysledok si mézeme potvrdit aj tym, Ze ndjdeme redukciu nejakého
problému, o ktorom vieme, Ze nie je rekurzivne vycislitelny na problém L;.
e Z prednasky su také problémy napriklad
¢ diagonaliza¢ny jazyk
Ly = {w | w je kddovanie TS M, ktory neakceptuje sam sebaw ¢ L(M)}
® jazyk prazdnych jazykov L = {w | w je kédovanie TS M, L(M) = 0}
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Redukcia Ly na Ls

Uké&zeme si redukciu problému Ly na problém Ls. T.j. potrebujeme néjst’ sposob,
ako:
e Kazdu inStanciu problému Ly s odpovedou ano previest na indtanciu
problému L3 s odpovedou ano.
e Kazdu indtanciu problému Ly s odpovedou nie previest na inStanciu problému
Lz s odpovedou nie.

26/81



Redukcia Ly na Ls

Je dobré si uvedomit’:

e |nstancia problému Ly s odpovedou ano = retazec w, ktory kdduje taky TS
M, ze w ¢ L(M), teda w kdéduje Turingov stroj, ktory neakceptuje sam seba
ako binérny retazec.

e InStancia problému L3 s odpovedou ano = par (M’, x’) taky, ze M’ kéduje TS,
ktory sa pri spracovani vstupu x’ nezastavi

e |nstancia problému L, s odpovedou nie = retfazec w, ktory kdduje taky TS M,
ze w € L(M), teda w koduje Turingov stroj, ktory akceptuje sam seba ako
binarny retfazec.

e InStancia problému L3 s odpovedou nie = par (M, x’) taky, ze M’ kéduje TS,
ktory sa pri spracovani vstupu x’ zastavi.
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Redukcia Ly na Ls

. Nech M’ je Turingov stroj, ktorého vstupom bude retazec w.

. Turingov stroj M’ dekdduje retazec w na nejaky Turingov stroj M, z ktorého
vyrobi Turingov stroj M, ktory v pripade, ze vstup neakceptuije, nikdy
nezastavi (vid' trik z minulého prikladu)

. TS M’ nasledne simuluje ¢innost M, na retazci w pomocou Univerzalneho
Turingovho stroja UTS U. Ak sa UTS U zastavi, aj M’ zastavi svoju ¢innost (a
napriklad vstup w akceptuje).

. Ak sa U nezastavi, tak ani M’ nezastavi.
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Redukcia Ly na L3

Turingov stroj M’ je znazorneny na obrazku:

— M—) M- 34— ANO —}—ANO
w w v
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Redukcia Ly na L3

Uvedeny postup je algoritmizovatefny. NavyS$e plati:

* Ak w € Ly, tj. wje indtancia problému Ly s odpovedou ANO, teda w
predstavuje Turingov stroj, ktory neakceptuje sam seba, tak potom ked' sa v
univerzalnom stroji simuluje ¢innost M, na w, w nie je akceptované M., a
UTS nikdy neskonéi. Teda ani M’ so vstupom w nikdy neskonci a teda
predstavuje inétanciu problému Lz s odpoved'ou ANO: (M';w) € Ls.

° Ak w & Lqg, t.j. w je inStancia problému Ly s odpovedou NIE, teda w
predstavuje Turingov stroj, ktory akceptuje sdm seba, tak potom ked' sa v
univerzalnom stroji simuluje ¢innost M., na w, w je akceptované M., a UTS
urCite skonci. Teda aj M’ so vstupom w uréite skon¢i a teda predstavuje
inStanciu problému Lz s odpovedou NIE: (M', w) & Ls.
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Redukcia Ly na Ls

¢ Nasli sme redukciu Ly na Ls.

e A kedzZe Ly je jazyk, ktory nie je ani rozhodnutelny, ani rekurzivne
vycislitelny,

e tak potom jazyk L3 nie je ani rozhodnutelny, ani rekurzivne vycislitefny.
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Jazyk Ly = {L | L je RE jazyk a |L| > 3}. Tento jazyk tvoria také RE jazyky, ktoré
obsahuju aspon 3 retazce.
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Ly

e Jazyk L4 je prikladom jazyka, ktory predstavuje vliastnost’ rekurzivne
vycislitelnych jazykov, ked’ze prislusnost do L4 priamo zavisi od nejake;j
vlastnosti tohto jazyka - v tomto pripade kolko retazcov obsahuje.

* Preto mb6zZzeme pouzit Riceovu vetu - avSak v pripade, Ze dand vlastnost nie
je trivialna.

e Zistime to tak, ze sa nam podari ukazat, ze:

* existuje RE jazyk, ktory viastnost spina - takym je napriklad L = a"b"c", ktory
obsahuje nekonecne vela retazcov, nekonecno je urcite viac alebo rovné ako 3

¢ existuje RE jazyk, ktory vlastnost nesplia - takym je napriklad L = @, ktory
obsahuje 0 retazcov, 0 je menej ako 3

¢ Vlastnost L4 je teda netrivialna - mézeme pouzit Riceovu vetu!
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Ly

* Riceova veta ndm v tomto pripade jednoducho hovori, Ze jazyk Ly musi byt
nerozhodnutelny!
e Teda o tom, Ze jazyk L4 nie je rekurzivny uz nemusime rozmyslat - priamo to
vyplyva z Riceovej vety.
e Druhou otazkou vSak zostava:
® Je/ nie je jazyk L4 rekurzivne vycislitelny?
* Ak je - musime najst TS, ktory tuto vlastnost vie v pripade kladnej odpovede

zistit v konecnom Case.
® Ak nie je - musime nan zredukovat nejaky iny problém, ktory nie je RE
(napriklad Ly)
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Ly

¢ Vieme najst’ Turingov stroj, ktory by na vstup dostal nejaky rekurzivne
vycislitelny jazyk v konecnej forme - napriklad vo forme Turingovho stroja M,
ktory ho akceptuje - a vedel by v kone¢nom Case vratit odpoved’ ano, ak
zadany jazyk obsahuje aspon 3 retazce?

e Ak mate teda zadany nejaky Turingov stroj, ako by ste zistovali, Ci akceptuje
aspon 3 retazce?

e Vieme, Ze staCi ak nejaké 3 nadjdeme a mame vystarané!
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Ly

Uvazujme nasledovny Turingov stroj M':

Na vstup dostane retazec w, ktory kéduje nejaky Turingov stroj M, ktory
akceptuje nejaky RE jazyk.
Retazec w dekdduje na prislusny Turingov stroj M.

Nasledne bude nedeterministicky generovat retazce a paralelne testovat, Ci
ich M akceptuje alebo nie.

Ked'ze cely proces prebieha nedeterministicky, mézeme sa spolahnut, ze
ak M akceptuje aspon 3 refazce, tak tieto 3 refazce budu nedeterministicky
vygenerované a ked ich M akceptuje, tak ¢innost M’ ukonCime a vratime
spravnu odpoved ANO.

V pripade, ze by M neakceptoval aspon 3 retazce, tak uvedeny proces nikdy
neskongi.
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Cinnost M’ je uvedena na obrazku:

M

b &

w M =1 ANO — ANO

) o
M

o
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Ly

Vidime, Ze Turingov stroj M':
e Vezme vstup w, dekdduje ho na 3 kopie Turingovho stroja M.
e Paralelne 3-krat generuje nejaky retazec x

e Paralelne 3-krat simuluje TS M na retfazcoch x (vid 3 univerzalne TS U na
obrazku)

¢ Ak sa podari najst 3 take retazce x, Ze ich M bude akceptovat, potom M
spifia vlastnost L4

¢ A teda hlavny Turingov stroj M’ bude akceptovat vstup w, pretoze vstup w
prave kéduje taky Turingov stroj, ktory predstavuje jazyk spifajici viastnost
Ly.
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Jazyk L, je teda:
¢ Rekurzivne vycislitelny
av8ak nie je:
¢ rekurzivny (rozhodnutefny).
Logicky teda vieme predvidat, Ze jeho doplnok, jazyk

L, ={L|LjeREjazyk a |L| < 3}, teda mnozina RE jazykov, ktoré obsahuij(
nanajvys$ 2 retazce, nemoéze byt rekurzivne vycislitelna.
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Jazyk Ls = {L | L je RE jazyk a |L| < 3}. Tento jazyk tvoria také RE jazyky, ktoré
obsahuju nanajvys 2 refazce.
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e Jazyk Ls je prave doplnkom jazyka L4 z predchadzajicej ulohy.

e Automaticky by sme teda vedeli, Ze nem6ze byt ani rekurzivny, ani rekurzivne
vyCislitelny.

¢ Vieme to vSak dokazat aj inak.
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Ls

e Znovu plati, Ze jazyk Ls popisuje nejaku viastnost RE jazykov, teda ma
zmysel uvazovat, ¢i nevieme pouzit Riceovu vetu, aby sme dokazali, ze jazyk
nie je rekurzivny.

e Do Ls patria také jazyky, ktoré obsahuju najviac 2 retazce. Teda napriklad:

e Jazyk L = () obsahujlci 0 retazcov do Ls uréite patri.
e Jazyk L = a"b"c" obsahujuci nekonecne vela retazcov do Ls urCite nepatri.

¢ Vidime, Ze teda existuju RE jazyky, ktoré do L5 patria. Rovnako existuju aj
jazyky, ktoré do Ls nepatria. Preto Ls predstavuje netrivialnu viastnost RE
jazykov, a teda podfa Riceovej vety je Ls nerozhodnutelny, resp.
nerekurzivny.
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e Dal&im krokom bude dokazat, Ze Ls nie je ani rekurzivne vygisliterny.

¢ Na to potrebujeme ukazat, Ze sa na Ls redukuje nejaky problém, ktory nie je
rekurzivne vycislitefny.

e Znovu nam ako vhodny problém méze posluzit Ly a trik, kde z nejakého
Turingoveho stroja M vyrobime ekvivalentny Turingov stroj M., ktory nikdy
nezastavi pre tie vstupy, ktoré neakceptuje.
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Redukcia Ly na Ls

Nech w je inStancia problému L. Zostrojme nasledovny Turingov stroj M':
1. Jeho vstupom bude nejaka postupnost’ x’

2. Turingov stroj vezme inStanciu w problému Ly a z w odvodi v iom
zakodovany TS M, z neho odvodi M., ktory nikdy neskonéi pre vstupy, ktoré
neakceptuje a nasledne pomocou UTS U zac¢ne simulaciu M., na retazci w.

3. Ak simulécia skonci (len v pripade, Zze w € L(M)), potom Turingov stroj
akceptuje svoj vstup x’, bez ohfadu na to, o nim je.

4. Ak simulacia neskonci, tak neskon¢i ani M’, a teda vstup neakceptuje, bez
ohfadu na to, ¢o nim je.
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Redukcia Ly na Ls

Obrazok cinnosti M’ vzhfadom na svoj vstup x’ a na in§tanciu w problému L.

M.
w(M ) U | ANO 4+—ANO
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Redukcia Ly na Ls

O spravnosti redukcie sa musime presvedcit’:

e Ak w € Lgy, tak w kdduje TS M, ktory neakceptuje sdm seba. Teda
w ¢ L(M),w ¢ L(My), U sa teda urCite nezastavi a cely Turingov stroj M’ sa
nezastavi - bez ohladu na svoj vstup x’. Teda ziaden vstup x’ akceptovat
nebude, a teda v tomto pripade L(M') = 0), Cize |L(M')| < 3.

e Ak w ¢ Ly, tak w kdduje TS M, ktory akceptuje sam seba. Teda
w e L(M),w € L(My), U sa teda urCite zastavi a cely Turingov stroj M’
akceptuje svoj vstup x’. Teda bude akceptovat kazdy vstup x’ a v tomto
pripade |L(M')| = co > 3.
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Redukcia Ly na Ls

Teda existuje algoritmus, ktory vezme indtanciu w problému Ly a na jej zaklade
vyrobi indtanciu problému Ls s rovnakou odpoved'ou.

Takze problém Ly sa redukuje na problém Ls a teda Ls predstavuje jazyk, ktory
nie je rekurzivne vygcislitelny.
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Jazyk Lg = {L | L je RE jazyk a L je koneCny }. Tento jazyk tvoria také RE jazyky,
ktoré obsahuju konecny pocet retazcov.
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Jazyk Lg popisuje nejaku viastnost RE jazykov.

Existuje RE jazyk, napriklad L = (, ktory patri do Lg, teda je konecny.
Existuje RE jazyk, napriklad L = a"b"c", ktory konecny nie je, a teda do Lg
nepatri.

Mézeme teda uplatnit Riceovu vetu a teda jazyk Lg urCite nie je
rozhodnutelny, resp. rekurzivny.
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Le

Na zistenie toho, Ci je jazyk Lg aspon rekurzivne vycislitelny, alebo nie, sa
skisme zamysliet, ako by sme zistovali, i nejaky jazyk popisuje kone¢ny
pocet retazcov.

Respektive, ked'ze kazdy RE jazyk je popisatelny nejakym TS, ¢i prislusny
TS akceptuje konecny pocet retazcov.

Najvacsi problém je s tym, ako ohranicit konecny pocet retazcov? Museli by
sme vediet stanovit nejaku Ciselnd hranicu a ukazat, ze do jazyka uz vacsi
pocet retazcov nepatri. To by mohlo byt dost naro¢né, az nemozné...

Pokusme sa teda dokazat, ze Lg nie je rekurzivne vy¢islitefny
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Redukcia Ly na Lg

V podstate tu vznikne identicka situacia, ako pri jazyku Ls. Nech w je inStancia
problému Ly. Zostrojme nasledovny Turingov stroj M':

1. Jeho vstupom bude nejaka postupnost’ x’

2. Turingov stroj vezme inStanciu w problému Ly a z w odvodi v iom
zakodovany TS M, z neho odvodi M., ktory nikdy neskonci pre vstupy, ktoré
neakceptuje a nasledne pomocou UTS U zacne simulaciu M., na retazci w.

3. Ak simulacia neskonci, teda w ¢ L(M), tak neskonci ani M’, a teda vstup
neakceptuje, bez ohfadu na to, ¢o nim je.

4. Ak simulécia skonci (teda w € L(M)), potom Turingov stroj akceptuje svoj
vstup x’, bez ohladu na to, ¢o nim je.
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Redukcia Ly na Lg

Obrazok cinnosti M’ vzhfadom na svoj vstup x’ a na in§tanciu w problému L.

M.
w(M ) U | ANO 4+—ANO
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Redukcia Ly na Lg

O spravnosti redukcie sa musime presvedcit’:

e Ak w € Lgy, tak w kdduje TS M, ktory neakceptuje sdm seba. Teda
w ¢ L(M),w ¢ L(My), U sa teda urCite nezastavi a cely Turingov stroj M’ sa
nezastavi - bez ohladu na svoj vstup x’. Teda ziaden vstup x’ akceptovat
nebude, a teda v tomto pripade L(M') = 0, Cize L(M) je kone¢ny.

e Ak w ¢ Lgy, tak w kdduje TS M, ktory akceptuje sam seba. Teda
w e L(M),w € (M), U sa teda urCite zastavi a cely Turingov stroj M’
akceptuje svoj vstup x’. Teda bude akceptovat kazdy vstup x’ a v tomto
pripade L(M) je nekonecny, lebo akceptuje neobmedzeny pocet retazcov.
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Redukcia Ly na Lg

Teda existuje algoritmus, ktory vezme indtanciu w problému Ly a na jej zaklade
vyrobi indtanciu problému Lg s rovnakou odpoved'ou.

Takze problém L4 sa redukuje na problém Lg a teda Lg predstavuje jazyk, ktory
nie je rekurzivne vygcislitelny.
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Jazyk L7 = {L | L je RE jazyk a L je nekonecny }. Tento jazyk tvoria také RE
jazyky, ktoré obsahuju nekonecny pocet retazcov.
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e Ked sa nad tym zamyslime, tak jazyk L7 je doplnkom jazyka Lg.
e KedZe vieme, Ze Lg nie je RE jazyk, tak pre L7 su mozné 2 moznosti:
® [;tiez nie je RE jazyk
® [, je sice RE jazyk, ale nie je rekurzivny
e Zatial teda s istotou vieme len to, ze L7 nie je rozhodnutelny (rekurzivny). Tuto
vlastnost' si vieme rovnako potvrdit’ aj Riceovou vetou.
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Jazyk L7 popisuje nejaku viastnost RE jazykov.

Existuje RE jazyk, napriklad L = a"b"c", ktory patri do L7, ked'Ze je
nekonecny.

Existuje RE jazyk, napriklad L = (0, ktory je koneCny, a teda do L7 nepatri.

Mézeme teda uplatnit Riceovu vetu a teda jazyk L7 urCite nie je
rozhodnutelny, resp. rekurzivny.
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L

Na zistenie toho, Ci je jazyk L7 aspon rekurzivne vycislitelny, alebo nie, sa
skusme zamysliet, ako by sme zistovali, i nejaky jazyk popisuje nekonecny
pocCet retazcov.

Respektive, ked'ze kazdy RE jazyk je popisatelny nejakym TS, &i prislusny
TS akceptuje nekonecny pocet retfazcov.

Podobne, ako pri Lg - ako vieme zistit, Ci nejaky Turingov stroj akceptuje
nekonecne vela retazcov? Pocitat ich nembézeme!

PoklUsme sa teda dokazat, Ze ani L7 nie je rekurzivne vycislitelny
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Redukcia Ly na L7

Tato redukcia je podstatne narocnejsia, nez v predchadzajucom priklade.
Nemoézeme totizto zrecyklovat’ rieSenie z minulej ulohy a redukovat’ L, na L7
nasledovnym spésobom:

M.
w(M ) U | ANO 4+—ANO
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Redukcia Ly na L7

Zdbvodnenie:

1. Keby sme zobrali inStanciu w € Ly, tak uvedeny TS M’ v danom pripade ni¢
neakceptuje. To vSak nie je dobre, pretoze pre inStanciu w € Ly (). s
odpovedou ANO), potrebujeme dostat instanciu L7 s odpovedou ANO - to v
Ziadnom pripade nie je prazdny jazyk!

2. Rovnako naopak, ak by sme zobrali inStanciu w ¢ Ly, tak uvedeny TS M’ v
danom pripade akceptoval vSetko. To vSak tiez nie je dobre, pretoze pre
indtanciu w ¢ Ly (t.j. s odpovedou NIE), potrebujeme dostat indtanciu L7 s
odpovedou NIE - teda konec€ny jazyk - ¢o rozhodne nie je pripad, ze TS
akceptuje kazdy retazec.

3. Preto takato redukcia je zla!
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Redukcia Ly na Ly

RieSenie spociva v nasledovnej myslienke:

* Redukcia musi zabezpecit, aby sme z inStancie pévodného problému s
odpovedou ANO dostali taky RE jazyk (alebo Turingov stroj), ktory ma
(akceptuje) urcite nekonecne vela retazcov.

e A naopak, aby sme z ins§tancie pévodného problému s odpovedou NIE dostali
taky RE jazyk (alebo Turingov stroj), ktory ma (akceptuje) urcCite kone€ny
pocet retazcov.
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Redukcia Ly na L7

Uvazujme redukciu z problému Ly, priom zostrojime Turingov stroj M':
e Nech vstup TS M’ je nejaky retazec x’.
e Nech w je inStancia problému Ly, ktord ma TS M’ k dispozicii.
e TS M’ znovu dekdduje w na prislusny TS M, z neho odvodi TS M., ktory

zastavi len pre tie retazce, ktoré akceptuje a pomocou UTS U simuluje
éinnost M., na retazci w.

e Avsak tentokrat je simulacia riadena tak, aby sa z nej vykonalo len tolko
krokov vypocCtu, kofko ma vstup x’ znakov, t.j. |x’|.

e Turingov stroj M’ bude teraz akceptovat len také retazce x’, pre ktoré plati,
Ze simulacia M na vstupe w, ktoru vykonava U, sa po vykonani |x’| krokov
vypoctu eSte nezastavila!
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Redukcia Ly na Ly
Situaciu sa pokusa priblizit obrazok:

W(M > M- 0

L Ix|| - e e SE——

cervena farba znamena, ze U signalizuje, Zze po |x|
krokoch este vypocet neskoncil
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Redukcia Ly na L7

O spravnosti redukcie sa musime presvedCit':

e Ak w € Ly, tak w kdduje TS M, ktory neakceptuje sdm seba. Teda
w ¢ L(M),w ¢ L(M), U sa teda urCite nezastavi. Pre vSetky mozné retazce
na vstupe x’ teda plati, Ze ked vezmeme pocet ich znakov |x’| a spustime
simulaciu U, tak po |x’| bude signalizované, Ze este neskoncila (lebo M., pre
w nikdy nezastavi). Preto bez ohfadu na to, aki velkost ma vstup x’, bude
akceptovany. Turingov stroj M’ teda akceptuje nekonecny jazyk a
L(M') € Ly.

e Ak w & Lgy, tak w kdduje TS M, ktory akceptuje sam seba. Teda
w e L(M),w € L(M), U sa teda urCite zastavi po nejakom pocte krokov.
Tento pocet krokov je koneéné ¢islo a Turingov stroj M’ bude akceptovat len
tie retazce x’, ktorych dizka |x'| je krat$ia. To véak znamena, Ze Turingov
stroj M’ akceptuje len kone€nu mnozinu retazcov, ateda a L(M') ¢ L.




Redukcia Ly na Ly

Teda existuje algoritmus, ktory vezme instanciu w problému Ly a na jej zaklade
vyrobi indtanciu problému L7 s rovnakou odpoved'ou.

Takze problém L4 sa redukuje na problém L7 a teda L7 predstavuje jazyk, ktory
nie je rekurzivne vygcislitelny.

Nasli sme teda zaujimavy par problémov Lg a L7, ktoré su vzajomne k sebe
doplnkové, a ani jeden nie je RE jazyk.
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Jazyk Lg = {w | w kdduje Turingov stroj, ktory nezastavi pre ziaden vstup}.
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e Kedze tvrdenie Lg nie je tvrdenim o vlastnostiach RE jazykov, nie je mozné
pouzit Riceovu vetu.

e Preto, aby sme zistili, do akej kategdrie patri Lg, musime alebo najst prislusny
TS, alebo ndjst prislusnu redukciu.

67/81



Redukcia Ly na Lg

Da sa ukazat, Ze jazyk Lg nie je rekurzivne vycislitelny, redukciou z jazyka L.
Nech w je inStancia problému Ly. Zostrojme nasledovny Turingov stroj M':

1. Jeho vstupom bude nejaka postupnost’ x’

2. Turingov stroj vezme instanciu w problému Ly a z w odvodi v hiom
zakodovany TS M, z neho odvodi M., ktory nikdy neskonci pre vstupy, ktoré
neakceptuje a nasledne pomocou UTS U zacne simulaciu M., na retazci w.

3. Ak simulacia neskonci (teda w ¢ L(M)), tak neskon¢i ani M’, bez ohfadu na
to, aky retazec x’ ma na vstupe.

4. Ak simulécia skonci (teda w € L(M)), potom Turingov stroj akceptuje svoj
vstup x’, bez ohfadu na to, €o nim je, a zastavi.
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Redukcia Ly na Lg

Obrazok cinnosti M’ vzhfadom na svoj vstup x’ a na in§tanciu w problému L.

M.
w(M ) U | ANO 4+—ANO
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Redukcia Ly na Lg

O spravnosti redukcie sa musime presvedcit’:

e Ak w € Lgy, tak w kdduje TS M, ktory neakceptuje sam seba. Teda
w¢ L(M),w ¢ L(M), U sa teda urCite nezastavi a cely Turingov stroj M’ sa
nezastavi - bez ohladu na svoj vstup x’. Teda TS M’ sa nikdy nezastavi
bez ohladu na vstup, Cize M’ € Lg.

e Ak w & Ly, tak w kdduje TS M, ktory akceptuje sam seba. Teda
w e L(M),w € L(M), U sa teda urCite zastavi a cely Turingov stroj M’
akceptuje svoj vstup x’. Teda Turingov stroj sa zastavi vzdy, pre kazdy
mozny vstup x’ (hoci samotny vstup x’ na jeho ¢innost nemal Ziaden vplyv).
Nie je teda pravda, ze by sa M’ zastavil na vSetky vstupy a M’ ¢ Lg.
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Redukcia Ly na Lg

Teda existuje algoritmus, ktory vezme indtanciu w problému Ly a na jej zaklade
vyrobi indtanciu problému Lg s rovnakou odpoved'ou.

Takze problém L4 sa redukuje na problém Lg a teda Lg predstavuje jazyk, ktory
nie je rekurzivne vygcislitelny.

71/81



Jazyk Lg = {w | w kdduje Turingov stroj, ktory zastavi pre aspon jeden vstup}.
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e Kedze tvrdenie Lg nie je tvrdenim o vlastnostiach RE jazykov, nie je mozné
pouzit Riceovu vetu.

e Preto, aby sme zistili, do akej kategdrie patri Lg, musime alebo najst prislusny
TS, alebo ndjst prislusnu redukciu.
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e Vieme najst Turingov stroj M’, ktory by na vstup dostal nejaky Turingov stroj v
zakdédovanej podobe ako retazec w a zisti, ¢i TS M zastavi pre aspon jeden
vstup.

e V podstate nam staci najst aspon 1 retazec x pre ktory Turingov stroj M
zastavi.

e Ak taky retazec existuje, budeme ho hfadat nedeterministicky.
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Lo

Uvazujme nasledovny Turingov stroj M':

Na vstup dostane retazec w, ktory kéduje nejaky Turingov stroj M, ktory
akceptuje nejaky RE jazyk.
Retazec w dekdduje na prislusny Turingov stroj M.

Nasledne bude nedeterministicky generovat retazce x a testovat, ¢i sa na
ne M zastavi alebo nie, pomocou univerzalneho Turingovho stroja U. Ak sa
totizto U pri simulovani M na vstup x zastavi - & uz s odpovedou ANO, alebo
NIE - tak to znamena, Ze vstupny retfazec w naozaj reprezentuje taky
Turingov stroj, ktory vie zastavit pre nejaky vstup, ateda w € Lg

V pripade, ze taky retfazec x neexistuje, tak navrhnuty postup nikdy
neskongi.

Teda nés M’,patrl' do kategérie TS, ktoré s istotou skoncia len v pripade, ze
odpoved je ANO.
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Lo

Cinnost M’ je uvedena na obrazku:
M4 —t+ANO
U — ANO
NTS: X== = NIE*

NIE* znamena, ze U zastavil s odpovedou NIE
(to vSak mdze a nemusi vzdy nastat)
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Lo

Vidime, Ze Turingov stroj M':

* \ezme vstup w, dekdduje ho na Turingov stroj M.

¢ Nedeterministicky vygeneruje nahodny retazec x a spusti simuléciu
spravania M na vstupe x.

e Ak ma vygenerovany refazec x tu vlastnost, Ze nan M zastavi - Ci uz tak, ze
ho akceptuje, alebo tak, ze ho neakceptuje, avSak zastavi, tak potom retazec
w, resp. M splia vlastnost' L4

¢ A teda hlavny Turingov stroj M’ bude akceptovat vstup w, pre’goie vstup w
prave kéduje taky Turingov stroj, ktory predstavuje jazyk splnajuci vlastnost
Lg.
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Mozno si kladiete otazku:
e Co ak sa nedeterministicky vygeneruje taky retazec x, pre ktory sa U pri
simulacii M zacykli?
¢ Je potrebné si uvedomit, Ze x generujeme nedeterministicky, t.j. pri

praktickom deterministickom Turingovom stroji by dochadzalo k
deterministickému prechadzaniu v8etkych moznosti.

e Teda v podstate sa pri generovani retazca x vypocet rozdeli na viacero vetiev
a kazda vetva spusta U na potencialne inom retazci x.

¢ Ako sme spominali, tak deterministické modelovanie prebieha "do Sirky",
prave kvéli tomu, aby sa zabranilo tomu, aby sa TS zacyklil v jednej vetve.

e Cize v pripade, Ze by jedna vetva vypoétu narazila na situéciu, ze M zastavi
na retazec x, je moznost' o tom ihned’ informovat.
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Jazyk Lg je teda:
¢ Rekurzivne vycislitelny

avSak nevieme, ¢i nahodou nie je aj
e rekurzivny (rozhodnutelny).
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Jednoduchou Uvahou vieme, ze Lg neméze byt rekurzivny.
Staci si uvedomit, Ze jazyk Lg je doplnok jazyka Lg.
A kedZe jazyk Lg nebol rekurzivny, ani jeho doplnok nemdéze byt rekurzivny.

Alternativne je mozné najst redukciu nejakého nerozhodnutefného problému
na Lg.
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