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TS

Zostrojte TS, ktoré akceptuju uvedené jazyky. Ak to uvazite za vhodné, mozete
zostrojit TS s viacerymi paskami, nedeterministické Turingove stroje, pripadne
nedeterministické TS s viacerymi paskami:

Ly ={w e {0,1}" [ fo(w) = t1(w)}

Ly = {wewP | w € {a, b}*}

Lz = {wyfiwot...twn [ n > 0, w; € {0,1}*, w; = 010 pre nejaké j € {1,...,n}}

L4 je jazyk binarnych retazcov, v ktorych sa opakuje nejaky podretazec dizky
3, nie nevyhnutne za sebou, t.j. Ly = {wxyxz | w,x,y,z € {0,1}*,|x| = 3}

Ls ={ww | we{ab}}
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Jazyk L,

Néjdite TS akceptujuci jazyk Ly = {w € {0,1}* | fo(w) = f1(w)}.
e Uvedeny jazyk tvoria retazce, v ktorych je rovnaky pocet nul a jednotiek.
¢ Vedeli by sme zostrojit TS s jednou paskou, ktory takyto jazyk akceptuje - my
vSak vyuzijeme fakt, Ze m6zeme mat’ aj pasky tri.
e Z prvej pasky Citame vstup, na druht pasku si zapiSeme kazdu precitanu 0,
na tretiu pasku zapiSeme kazdu precitanu 1.

e Po precitani celého vstupu z prvej pasky nasledne skontrolujeme, Ci je na
druhej a tretej paske rovnaky pocet symbolov - ak ano, vstup akceptujeme.
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Vysvetlenie:
e Stav qo: z pasky €. 1 preCitame symbol - ak je to 0, tak ju vloZime na pasku ¢.
2, ak je to 1, vloZime na pasku €. 3

e Ked narazime na koniec slova na paske €. 1, presunieme sa do stavu gy,
zaroven sa na paske €. 2 a €. 3 posunieme viavo - na koniec vloZzenych slov.

e Stav g;: na paske ¢€.2 musi byt ¢itany symbol 0 a si¢asne na paske ¢. 3 musi
byt Citany symbol 1. V takom pripade oba zmazeme a postivame sa d'alej
vlavo.

e Ak sa v stave g; podari suCasne pasky €. 2 a ¢. 3 zmazat, tak je mozny
prechod do stavu g, ktory je akceptacny.

e Tato situacia nastane len v pripade, Ze na oboch paskach boli rovnako dlhé
slova, ¢o muselo znamenat, Ze na prvej paske bol refazec s rovnakym
poctomOa .
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Jazyk L

Néjdite TS akceptujici jazyk L, = {wew” | w € {a, b}*}

e Uvedeny jazyk tvoria palindromy z {a, b, c}, kde ¢ sa nachadza len uprostred.

e \edeli by sme zostrojit TS s jednou paskou, ktory takyto jazyk akceptuje - my
vSak vyuzijeme fakt, Ze m6Zzeme mat dve pasky

e Najprv z prvej pasky Citame vstup, suCasne si na druhd pasku postupne
zapiSeme kazdy precitany symbol.

* Po precitani symbolu ¢ zacneme porovnavat, ¢i Citany symbol na prvej paske
je rovnaky, ako symbol na konci druhej pasky. Ak ano, tak symbol na druhej
paske zmazeme a pokracujeme v tomto porovnavani d'alej.

e Ak docitame slovo na prvej paske a sucasne vsetko z druhej pasky zmazeme,
tak mame istotu, Ze na vstupe bolo slovo wew”, w < {a, b}*.
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Vysvetlenie:

e Stav qo: z pasky €. 1 preCitame symbol a zaroven ho zapiSeme na d'alSiu
volnu poziciu na 2. paske

e Ked narazime na symbol ¢ na prvej paske, tak sa TS prepne do stavu g;.
Sucasne sa na 2. paske posunie hlava viavo na posledny neprazdny symbol
druhej pasky.

e Stav gy: z pasky ¢. 1 Citame symbol, si¢asne musi byt taky isty symbol ako
posledny neprazdny symbol na 2. paske. Ak ano, tak ho z 2. pasky zmazeme
a posunieme sa vlfavo na aktualny posledny neprazdny symbol 2. pasky.

e Ak sa v stave g; podari suCasne docitat slovo na paske ¢. 1 do konca a
vSetko z pasky &. 2 zmazat, tak vstup musel byt v tvare wew”, w € {a, b}*.

e V takom pripade Citame na 1. a 2. paske prazdne symboly - vtedy prejdeme
do akceptacného stavu q..
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Jazyk L3

Najdite TS akceptujuci jazyk
Lz = {wy#wo#..#wp | n>0,w; € {0,1}*, w; = 010 pre nejaké j € {1,...,n}}
e Uvedeny jazyk tvoria retfazce zlozené z binarnych podretazcov w; oddelenych
symbolom #, priCom minimalne jeden z tychto binarnych retazcov je 010.
e Také refazce su napriklad:
° 010

® #010#
® 1#000#010#
® #1#014000#010
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e Ulohou TS bude hradat medzi symbolmi # postupnost nul a jednotiek 010.

e V pripade, ze ju TS ndjde, tak mbze vstup akceptovat'.

e Ked'ze dopredu nevieme, i za symbolom # nasleduje prave postupnost 010,
alebo nejaka ina binarna postupnost, tak sa vzdy nedeterministicky

rozhodujeme medzi oby&ajnym Citanim postupnosti a medzi jej porovnavanim
s 010. V pripade, ze sa najde 010+, tak prejdeme do akceptacného stavu.
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Vysvetlenie:

e Stav qq: V stave qp sa nedeterministicky rozhodneme, &i prave €itana nula
zaCina hladany retazec 010, v takom pripade prejdeme do g;. Ak Citame
nulu, ktory je len sucastou iného retazca, tak prejdeme do g». Ak Citame #,
tak to znamena, Ze w; bol prazdny a zostdvame v qq.

e Stav g@: v stave g» docitame aktualny retazec w; do konca a ked' narazime
na #, tak sa vratime do qp.

e Zo stavu g prejdeme cez g3 do g4 len v pripade, ak precitame prave 010. Ak
bol 010 zaroven posledny binarny podretazec vstupu, tak je na paske Citany
prazdny symbol a prejdeme do akceptacného stavu gs.

® Ak sa zaretfazcom 010 nachadza # a za nim este d'alSie binarne retazce
oddelené #, tak prejdeme do stavu gg, v ktorom docitame zvySok vstupu po
prvy prazdny symbol za nim a jeho Citanim prejdeme do akceptacného stavu
gs.

12/58



Jazyk L4

Najdite TS akceptujuci jazyk L4, ktory tvoria retazce, v ktorych sa opakuje nejaky
podretazec dizky 3, nie nevyhnutne za sebou, t.j.
Ly = {wxyxz |w,x,y,z € {0,1}* |x| = 3}.

Také ret'azce su napriklad (t.j. vzdy sa v nich da najst nejaka trojica bitov, ktora sa
zopakuje, oznacena x)

110110, lebow =y =z =¢,x =110

0101010, lebow =z =¢,y =1,x =010

011111110, lebow =01,y =¢,z=0,x = 111

011111110,lebow =0,y =¢,z=10,x = 111

1100001101, lebo w =,y =000,z =1,x = 110
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e Tento jazyk vieme akceptovat napriklad nedeterministickym Turingovym
strojom s 2 paskami.

e Chceme akceptovat také retazce, ktoré su v tvare wxyxz, kde |x| = 3. To
znamena, ze pocas Citania vstupu sa nedeterministicky rozhodneme, Ci prave
Citana Cast vstupu predstavuje w,x,y,x,z.

e Ak Citame prvy vyskyt x, tak si ho zaroven skopirujeme na druhd pasku.
Nasledne, pri "potencialnom" druhom Citani x zo vstupu, ho budeme
porovnavat s druhou péskou, aby sme sa uistili, Ze sa zhoduju. Ak ano, tak
vstup akceptujeme.
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Vysvetlenie:

e Stav qq: V stave qp Citame Cast vstupu w. Ked sa nedeterministicky
rozhodneme, Ze zacina retfazec x, tak preCitame jeho "prvy symbol", ulozime
ho na 2. pasku a prejdeme do q;.

e Dalej z gy pregitame druhy symbol x, ulozime ho na 2. pasku a prejdeme do
Qo.

e Dalej z go pregitame treti (posledny) symbol x, ulozime ho na 2. pasku a
prejdeme do gs.

e V stave gz mame teda na druhej paske 3 symboly reprezentujice Cast x.

e V stave g3 d'alej v sluCke Citame Cast' y vstupu. Ked' sa znovu
nedeterministicky rozhodneme, Ze nasleduje opakovanie x, tak sa najprv
presuvame do g4, pricom tento prechod ignoruje prvu pasku (prechody su na
hocijaky symbol, pricom hlava ostava stat), akurat na druhej paske sa
posuvame dofava.

¢ Rovnako v g4 ignorujeme prvu pasku, avSak na druhej paske sa presivame
na jej zaciatok.
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Vysvetlenie(pokr.):

e Ked v stave g4 na druhej paske najdeme prazdnu bunku, vieme, Ze posun
vpravo druhej pasky nas presunie na zaciatok slova x na druhej paske -
vykoname a prejdeme do stavu gs.

e \ stave g5 porovnavame teraz 3 symboly na prvej paske s 3 symbolmi na
druhej paske - ak sa nezhoduju, TS sa zastavi a neakceptuje vstup.

e Ak sa zhoduju, déjde k tomu,Ze sa 2. paska vymaze a hlava sa postupne
presuva na prazdnu bunku na 2. paske. V takom pripade sa Uspesne pode}rilo
rozpoznat x v slove na prvej paske, t.j. v slove sa naozaj nejaky retazec dizky
3 zopakoval.

e Vtedy prejdeme do stavu gg a akceptujeme vstup.
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Jazyk Ls
Najdite TS akceptujuci jazyk Ls = {ww | w € {a,b}*} .

Tento jazyk tvoria retazce, ktoré su tvorené 2 rovnakymi podretazcami w. Pre
tento jazyk sme na minulom cviCeni nasli TS s jednou paskou. Rovnako by sme
ho vSak vedeli akceptovat’ aj nedeterministickym TS s 2 paskami podfa
nasledovnej logiky:
e Citame vstup a postupne si preéitané vstupné symboly ukladame na 2.
pasku.

¢ Vo vhodnom momente sa nedeterministicky rozhodneme, ze sme precitali
prvu polovicu vstupu, presunieme hlavu 2. pasky na zaciatok slova na nej
napisanej a zaéneme kontrolovat, €i sa zhoduju obsah 2. pasky a este
neprecitané symboly prvej pasky.

e Ak ano, tak potom je na vstupe naozaj slovo v tvare ww.
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Vysvetlenie:

e Stav qg: V stave qg Citame vstup a ukladame ho na druhd pasku. Vo
vhodnom momente sa TS nedeterministicky rozhodne, Ze prave precital
polovicu vstupu a prejde do stavu g;. Zaroven posuva hlavu druhej pasky na
posledny neprazdny symbol.

e V stave g ignorujeme obsah prvej pasky - pricom jej hlava stoji na mieste - a
posuvame hlavu druhej pasky na jej zaCiatok, resp. na prva prazdnu bunku
pred slovom na druhej paske. Ked ju najdeme, posunieme hlavu vpravo, t.j.
na prvy symbol druhej pasky a prejdeme do stavu qo.

e V stave g» porovnavame obsah druhej pasky so slovom, ktoré sme este
neprecitali na prvej paske. Ak su rovnaké, tak sa dostaneme do situacie, ze
obe hlavy budu ¢itat prazdne bunky na oboch paskach. V takom pripade
prejdeme do akceptacného stavu gs.
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Dalsie tlohy mozno najst v knihe [1] v sekcii 8.4.5.
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Kddovanie TS do binarneho retazca

Uvedte binarny retfazec w; a Turingov stroj M; s uvedenym poradovym ¢Cislom:
e =10

i =2708

i = 89444642

i = 85077332
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I=10

Uvedte binarny retazec wjq a Turingov stroj M;q. Binarny rozvoj Cisla 10:
(10)10 = (1010)2
Z binarneho rozvoja priamo vidiet, ze wyg = 010

Ked'ze retfazec 010 nezodpoveda Zziadnemu dekbédovatelnému retfazcu na TS, tak

M 0-
Start
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| = 2708
Uved'te binarny retazec wo7og a Turingov stroj Mo7gg. Binarny rozvoj Cisla 2708:
(2708)19 = (101010010100),

Z binarneho rozvoja priamo vidiet, Ze wo70s3 = 01010010100

Retazec 01010010100 je dekddovatelny na prechod: 6(qy, X1, g2, X1, R). Ak
budeme uvazovat z prednasky X; = 0, Xo = 1, X3 = B, g je pociato¢ny, g

akceptacny, tak TS:
start @ 0/0 =

Tj. L(M2708) = {0}
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| = 89444642
Uvedte binarny refazec wgggaqe42 @ Turingov stroj Mggaa4e40. Binarny rozvoj Cisla
89444642:

(89444642)19 = (101010101001101000100100010)>

Z binarneho rozvoja priamo vidiet, Ze
Wag444642 = 01010101001101000100100010

Retazec 01010101001101000100100010 je dekddovatelny na 2 prechody:
6(g1, X1, a1, X1, R), 0(q4, X3, G2, X3, L)
0/0 —

T.j. L(Msgaaspaz) = 0*
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i = 85077332

Uvedte binarny retfazec wgsg77332 @ Turingov stroj Mgsg77332. Binarny rozvoj Cisla
89444642:

(85077332)19 = (101000100100010110101010100)>

Z binarneho rozvoja priamo vidiet, Ze
Was5077332 = 01000100100010110101010100

Retazec 01000100100010110101010100 je dekddovatelny na 2 prechody:
5(q1 ) 87 q27 B7 L): 5(‘71 ) X1 ) q1 ) X1 3 R)
0/0 —

Tj. L(Mggaaasaz) = L(Mgso77332) = 0
26/58



Zakodujte TS na obrazku

Najprv si precislujme stavy, aby bol poCiato¢ny stav q; a akceptacny stav q..
Paskové symboly budu ocislované: X; = 0, Xo = 1, X3 = B. Smery pohybu na
paske budl oznacené L= Dy,R = D>
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Prechodova funkcia a jej zakédovanie do binarnych retazcov:

* 5(g1,X1) = (g1, X1, D>) = 0101010100

* 5(g1,X2) = (g3, X1, Do) = 0100100010100

* 5(q3, X2) = (g1, X2, D1) = 0001001010010

* 5(gs, X3) = (g2, X3, D,) = 00010001001000100
Teda vysledny binarny ret'azec:
01010101001101001000101001100010010100101100010001001000100
Ked na zaciatok pridame jednotku, dostaneme poradové Cislo:
768325888144450116
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Kddovanie TS a jeho vstupu do binarneho retazca

Pre uvedeny binarny retazec zistite, ¢i kdduje Turingov stroj so vstupom. Ak ano,
pokuste sa ur€it, ¢i uvedeny TS akceptuje dany retazec.

e 010

01010010100

010100101001110
01000100100010110101010100111000
01000100100010110101010100111100
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Retazec: 010
e Kedze kédovanie TS M a vstupu w by malo byt také, Ze retazec vyzera ako
M111w, t.j. binarny retfazec predstavujuci TS M by mal mat’ za sebou 3
jednotky, za ktorymi ide vstup w, vidime, ze retazec 010 nek6duje TS a vstup
* Maximalne "kéduje" preddefinovany Turingov stroj s 1 stavom a bez
prechodov - pretoZze samotny retazec 010 nepredstavuje platny kéd TS.
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Retazec: 01010010100
¢ Retazec neobsahuje 111, to znamena, ze znovu neobsahuje vstup.
¢ Obsahuje platny kéd Turingovho stroja, ktory vyzera:

Start e 0/0
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Retazec: 010100101001110

e Retazec obsahuje 111, to znamen4, Ze Cast retazca pred 111, t.].
01010010100 je kéd Turingovho stroja.

e Cast refazca za 111, t.j. 0 znamena, Ze uvazovany vstup TS w = 0

e Turingov stroj:
et e 0/0

Q10 F OQQB

A vypocet pre w = 0:

w = 0 dany TS akceptuje.
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Retazec: 01000100100010110101010100111000

e Retazec obsahuje 111, to znamen4, zZe Cast retazca pred 111, t.].
01000100100010110101010100 je kdd Turingovho stroja.

e Cast refazca za 111, t.j. 000 znamena, Ze uvazovany vstup TS w = 000
¢ Turingov stroj:

Start

A vypocet pre w = 000:
31000 - 0g;00 I 00g;0 - 000q; B - 000Bg, B

w = 000 dany TS akceptuje.
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Retazec: 01000100100010110101010100111100

¢ Retazec obsahuje 111, to znamena, ze Cast refazca pred 111, t.j.
01000100100010110101010100 je kdd Turingovho stroja.

e Cast retazca za 111, tj. 100 znamen4, Ze uvazovany vstup TS w = 100
¢ Turingov stroj:

Start

A vypocet pre w = 100:

g1000 - (zasek)

w = 100 dany TS neakceptuje.
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Zopakovanie

¢ Rekurzivne vycislitelny jazyk je taky jazyk L, ku ktorému existuje TS M,
ktory ho akceptuje, L = L(M). Ak w € L, potom ho M vie akceptovat. Ak
w ¢ L, potom M nemusi vediet zastavit pocas jeho spracovania.

¢ Rekurzivny jazyk je taky jazyk L, ku ktorému existuje TS M, ktory ho
akceptuje, L = L(M) a navySe, M zastavi vzdy pri spracovani kazdého w, bez
ohladu nato, ¢i w € L alebo w ¢ L.

e Je zrejmé, ze Rekurzivne jazyky s podmnozinou rekurzivne vycislitelnych.
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Zopakovanie

Jazyk Ly = {w; € {0,1}* | w; & L(M))}, t.j. jazyk tvoreny binarnymi
reprezentaciami tych Turingovych strojov, ktoré neakceptuju svoju binarnu
reprezentaciu ako vstup, nie je rekurzivne vycislitefny, t.j. neexistuje TS,
ktory by ho akceptoval.

Jazyk L, = {w € {0,1}* | w predstavuje (M,x), kde w € L(M)}, t.. jazyk
tvoreny binarnymi reprezentaciami Turingovho stroja M a jeho vstupu x, ktory
akceptuje, t.j. x € L(M). Tento jazyk je rekurzivne vy¢islitelny, ale nie je
rekurzivny, t.j. existuje TS, ktory ho akceptuje, ale nemusi vzdy zastavit.

Ak je jazyk L rekurzivny, aj jeho doplnok L je rekurzivny.

Ak su aj jazyk L, aj jeho doplnok L rekurzivne vygislitelné, potom aj L, aj L su
rekurzivne.
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Zhrnutie

Existuje tzv. univerzalny Turingov stroj U, ktory dokaze simulovat’ Cinnost
fubovolného Turingovho stroja M na zaklade jeho kddu, pre fubovolny vstup
x. Tento univerzélny Turingov stroj akceptuje také kombinacie (M, x), pre
ktoré M akceptuje x, t.j. x € M.

Cize univerzalny Turingov stroj U akceptuje prave jazyk L,.

Teda vzdy vieme uvazovat, ze mame k dispozicii nejaky TS, ktory dokaze
simulovat iné TS.

Jeho nevyhodou je, Zze ak M nikdy nezastavi pre vstup x, tak ani UTS U
nezastavi.

Preto univerzalny TS nie je rozhodovag, t.j. existuju vstupy, pre ktoré nemusi
zastavit..

Na prednaske sme ukazali, Ze taky TS, ktory by vzdy zastavil, pre jazyk L,
neexistuje.
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Dékaz €. 1

Dokazte, ze jazyk
L, ={w € {0,1}* | w predstavuje (M,x), kde M zastavi pri spracovani vstupu x}
je rekurzivne vycislitelny, avSak nie rekurzivny, jazyk.
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Dokaz, ze Ly, je rekurzivne vycislitelny, t.j. Ze existuje TS, ktory ho akceptuje:

1. Nech My, je TS, ktory vezme ako vstup (M, x) a simuluje ¢innost M na slove x.

2. Ak sa M zastavi a ocitne v akceptatnom stave, tak M}, bude akceptovat vstup
(M, x).

3. Ak sa M zastavi a ocitne v neakceptatnom stave, tak M, bude akceptovat
vstup (M, x).

4. Ak sa M nezastavi, tak ani M}, nezastavi.

5. Teda My, akceptuje prave jazyk L.

6. Zaroven vSak M, nemusi zastavit - Cize sme zistili, Ze jazyk Ly, je rekurzivne
vyCislitelny.
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U
(simulator (M,x))

% =— —}— NIE*

(NIE* znamena, ze simulator U zisti, Ze M zastavi pre vstup x v neakceptathom
stave - tato situacia nemusi nastat’ pre vSetky neakceptované x strojom M)
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Dékaz sporom, ze Lj nie je rekurzivny, t.j. ze neexistuje TS, ktory by ho
akceptoval a zaroven by vzdy skongil pre vSetky vstupy.

1. Nech L, je rekurzivny. Potom musi existovat nejaky TS M, taky, Zze
akceptuje Ly a skonci pre vSetky mozné vstupy. To znamena, ze My, dokaze
pre fubovolny TS M a jeho vstup x povedat, ¢i M zastavi pri spractvani x,
alebo nie.

2. Pre lubovolny par (M, x) pouzijeme M},. Ak povie, ze:

® M zastavi pre vstup x, tak zavoldme univerzalny TS U a simulujeme M na x.
KedZze mame istotu, ze U zastavi, tak:

® ak U povie, ze M akceptuje x, tak potom celkovo povieme, Ze M akceptuje x.
® ak U povie, ze M neakceptuje x, tak celkovo povieme, Ze M neakceptuje x

® M nezastavi pre vstup x, tak celkovo povieme, ze M neakceptuje x.

3. Prave sme nasli TS, ktory vzdy skon¢i a povie, Ci x € L(M). Taky vSak
nemoze existovat, lebo by akceptoval L,, Co by znamenalo, Zze L, je
rekurzivny jazyk - o vieme, Ze nie je pravda. Preto predpoklad bol zly a Ly,
nie je rekurzivny jazyk.
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M ]-— —+ Ano M —1—ANO ANO
(M zastavi pre x) (M akceptuje x)
W - Mhr u
T - NE —— x ——NIE NIE
(M nezastavi pre x) (M neakceptuje x)

TS, ktory akceptuje také w = (M,x), ze M akceptuje vstup x

Uvedeny TS nem0ze existovat, lebo by vedel vzdy zastavit’ a povedat, ¢i M
akceptuje x, t.j. by dokazoval, ze L, je rekurzivny jazyk - my vSak vieme, ze to nie
je pravda! Dany TS neexistuje, pretoze neméze existovat jeho komponent My,.
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Dékaz €. 2

Nech Ly, Lo, ..., Lx sU jazyky nad abecedou ¥ také, Ze:
* PrevSetky i # j,L;n L; = 0, t.j. Ziaden retazec nepatri suasne do 2 r6znych
jazykov L;, Lj
e [{ULyU...ULk =X*,1.]. fubovolny refazec nad ¥ patri do nejakého jazyka L;
e Kazdy jazyk L1, Ly, ..., Lk je rekurzivne vycislitelny.
Dokazte, Zze kazdy jazyk je zaroven aj rekurzivny.
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Dékaz €. 2

Treba si uvedomit, ¢o sa od nas pozaduje a o mame zadané.
Mame dané:

® kjazykov Ly, Ly, ..., Lk, ktoré tvoria rozklad mnoziny ¥*, t.j. fubovolny retazec
w € X* vzdy patri prave do jedného jazyka L;.
e Navys$e kazdy L; je RE, t.j. existuje Turingov stroj M;, ktory akceptuje L;. Ak

w; € L;, potom ho M; akceptuje. Ak w; ¢ L;, potom M; mbze bezat nekonecne
dlho.

Potrebujeme dokazat’:
e Jazyky L; su rekurzivne - t.j. existuju také Turingove stroje M}, ktoré nielen,
Ze ich akceptuju, ale navySe vzdy zastavia, t.j. aj v pripade, ze w ¢ L;.
* Ciefom je teda dok&zat, ako zostrojim Turingove stroje M;, ktoré vzdy
zastavia, z Turingovych strojov M;, ktoré nie vzdy zastavia.
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TS M.

M1

M1 |- ANO
M2 |— ANO
Mk }—ANO

ANO

— NIE
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TS M,

M2

M1 |- ANO
M2 |— ANO
Mk }—ANO

ANO

NIE




TS M,

M'k

M1 |- ANO
M2 |— ANO
Mk }—ANO

— NIE

ANO
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TS M.

Z obrazkov je zrejmé, ako z Turingovych strojov My, Ms, ..., M, ktoré vedia
zastavit' len v pripade, ze na vstupe maju retazec, ktory akceptuju, w € L(M;)
zostrojime Turingov stroj, ktory vie zastavit vzdy:

1. Pre jazyk Ly zostrojime TS taky, ktory posle svoj vstup w na vstup vSetkym
Turingovym strojom My, M, ..., M. Jeden z tychto Turingovych strojov tento
retazec urcite akceptuje, pretoze zjednotenie ich jazykov predstavuje
mnozinu vSetkych retazcov.

2. Ak w akceptuje My, tak potom aj M’'1 bude w akceptovat a zastavi sa.

3. Ak w akceptuje Mo, M5, ..., Mk, tak potom M’'1 akceptovat w nebude a zastavi
sa.

4. Jazyk M'1 je teda rovnaky, ako jazyk M; a navySe vzdy skonci, pretoze urcite
pre kazdy retazec w skonci niektory z Turingovych strojov My, Mo, ..., M.
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TS M,

Analogicky zostrojime TS Mj:

1. Pre jazyk L, zostrojime TS taky, ktory posle svoj vstup w na vstup vSetkym
Turingovym strojom My, M, ..., M. Jeden z tychto Turingovych strojov tento
retazec urcite akceptuje, pretoze zjednotenie ich jazykov predstavuje
mnozinu vSetkych retazcov.

2. Ak w akceptuje Mo, tak potom aj M’'2 bude w akceptovat a zastavi sa.

3. Ak w akceptuje My, M5, ..., Mk, tak potom M’'2 akceptovat w nebude a zastavi
sa.

4. Jazyk M'2 je teda rovnaky, ako jazyk M, a navySe vzdy skonci, pretoze urcite
pre kazdy retfazec w skonci niektory z Turingovych strojov My, Mo, ..., M.

Podobne pre ostatné jazyky, resp. Turingove stroje M;
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Nielen teda, ze vieme pre jazyky L, Lo, ..., Lk zostrojit Turinove stroje, ale vieme
zostrojit’ aj také Turingove stroje, ktoré zastavia pre kazdy vstupny retazec - Ci
uz s akceptaciou, alebo s neakceptaciou.

Preto jazyky L4, Lo, ..., Lk sU nielen rekurzivne vycislitelné, ale aj rekurzivne.
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Dokaz ¢. 3

Nech L je rekurzivne vygislitelny jazyk a jeho doplnok L nie je rekurzivne
vycislitelny jazyk. Uvazuijte jazyk:

L'={ow|wel}u{iw|wel}
Vyberte spravnu odpoved
e [ je rekurzivny jazyk.

e [’ je rekurzivne vycislitefny jazyk, avSak nie je rekurzivny.
e [’ nie je rekurzivne vycislitelny jazyk.
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Vo vSeobecnosti, ak chceme dokazat, ze jazyk L je:
® rekurzivny - musime ndjst TS M taky, Zze L(M) = L a zaroven M vzdy zastavi
pre vSetky mozné vstupy
® rekurzivne vycislitelny musime najst TS M taky, ze L(M) = L (tu M nemusi
zastavit' pre tie vstupy, ktoré nie su z jazyka L)
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Vo vSeobecnosti, ak chceme dokazat, ze jazyk L nie je:

® rekurzivny - musime ukézat, ze neexistuje TS M, ktory L(M) = L a vzdy
skonéi - Standardne sa to robi tak, Ze predpokladame, Ze taky TS existuje a
pouzijeme ho na konstrukciu iného TS, ktory vzdy zastavi a akceptuje jazyk,
ktory rekurzivny nie je - Cize k nie€omu, ¢o nemodze byt, t.j. k sporu. Preto
dany TS M neméze existovat a jazyk nie je rekurzivny.

® rekurzivne vycislitelny - musime ukazat, Ze neexistuje TS M, ktory L(M) = L.
Standardne sa to robi tak, Ze predpokladame, Ze taky TS existuje a
pouZzijeme ho na konstrukciu iného TS, ktory akceptuje jazyk, ktory nie je RE -
Cize k nieGomu, ¢o neméze byt t.j. k sporu. Preto dany TS M nemé6ze
existovat a jazyk nie je rekurzivne vycislitelny.
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Najprv dokazeme, Ze L' nie je rekurzivny jazyk.
Do6kaz sporom:
e Nech L' je rekurzivny jazyk.
¢ Potom existuje Turingov stroj M’ taky, ze: L(M’) = L'. Tento Turingov stroj
navySe vzdy zastavi a uvedie, Ci vstup patri alebo nepatri do L'.
e Ak by takyto Turingov stroj existoval, potom ho vieme pouZzit nasledovnym
sposobom.
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Najprv dokazeme, ze L' nie je rekurzivny jazyk.(pokr.)
¢ Vezmime retazec w a napidme pred neho nulu, t.j. uvazujme retazec Ow.

e VloZzme ho na vstup TS M'. Tento TS urcite skoncCi a povie, Ci akceptuje Ow
alebo neakceptuje Ow.

¢ Ak ho akceptuje, to znamend, ze Ow ma tu vlastnost, Zze w patri do jazyka L.

¢ Ak ho neakceptuje, to znamena, Zze Ow ma tu vlastnost, Ze w nepatri do
jazyka L.

* Mame teda sp6sob, ako o w vieme v koneénom cCase rozhodnut’, i patri /
nepatri do L, teda L je rekurzivny jazyk. Potom by v8ak aj L musel byt
rekurzivny, ¢o je v spore so zadanim!

* Preto taky M’ nemoze existovat a teda L' nie je rekurzivny.
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Teraz dokazeme, Ze L' nie je ani rekurzivne vycislitelny jazyk.
Dékaz sporom:

e Nech L' je rekurzivne vycislitelny jazyk.

e Potom existuje Turingov stroj M’ taky, ze: L(M') = L'. Tento Turingov stroj vie
zastavit pre retazce z jazyka L'. Pre refazce mimo tento jazyk moze
pracovat donekonecna.

e Ak by takyto Turingov stroj existoval, potom ho vieme pouZit nasledovnym
sposobom.
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Dékaz, ze L' nie je rekurzivne vycislitelny jazyk (pokr.)
e Vezmime retazec w a napiSme pred neho jednotku, t.j. uvazujme retazec 1w.

¢ Vlozme ho na vstup TS M'. Ak 1w patri do L', tak TS M’ vie skoncit. V takom
pripade zaroven vieme, ze w € L.

e Ak teda M’ akceptuje 1w, tak vieme, ze w € L.

* Ak M’ zastane, ale 1w neakceptuje, pripadne nezastane, v oboch pripadoch
1w neakceptuje ateda w & L.

* Potom vSak dostavame spdsob, ktory vie vratit odpoved ANO v pripade, Ze
w € L, t.j. pre jazyk L existuje TS, ktory vie vréatit odpoved ANO, teda L je RE
-, €o je v spore so zadanim!

e Preto L' nemoéze byt ani rekurzivne vy¢islitelny.
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