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Opakovanie

¢ Na minulej prednaske sme sa bavili o Turingovych strojoch, ako o
matematickom modeli vypoctového zariadenia.

® Povedali sme si, ze ku kazdému algoritmu sa da zostrojit' Turingov stroj, ktory
ho modeluje, resp. realizuje.

e Taktiez bola re¢ o nerozhodnutelnych a rozhodnutefnych problémoch.
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* Rozhodnutelné problémy su také rozhodovacie, pre ktoré existuje algoritmus,
ktory dokaze v kone¢nom Case poskytnut’ pre jednotlivé instancie problémov
odpoved ano/nie

e To znamena, Ze existuje Turingov stroj, ktory pre dokaze spracovat ubovolny
vstup a vzdy zastavi.

* Pre nerozhodnutelné problémy mo6zu existovat Turingove stroje, ktoré sice
vedia korektne vratit odpoved ano, avSak pre vstupy, ktoré maju mat
odpoved nie, nemusia nikdy zastavit - a teda poCas vypoctu TS nevieme
rozlisit, Ci vypocet bezi kvdli tomu, Ze sa odpoved eSte nenasla, alebo
pretoZe neexistuje.
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e Samotny Turingov stroj je zariadenie pozostavajlce z konecno-stavovej
jednotky a z vstupno/vystupnej pasky, z ktorej TS Cita a na ktor( zapisuje tzv.
paskové symboly (t.j. data).

¢ Na zaklade aktualneho stavu a ¢itaného symbolu z pasky sa nasledne
Turingov stroj m6ze prepnut do iného stavu, na pasku zapisat' iny symbol a
posunut Citaciu hlavu na paske dolava alebo doprava o 1 poziciu.

e Dnesnu prednasku zaCneme tym, ze si popiSeme, aké rozSirenia
Turingovych strojov mézeme uvazovat - tieto rozSirenia neovplyvnia to, ¢o s
TS vieme robit, avSak nam mo6zu uPahéit to, ¢o s nimi vieme robit.
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Viacpaskovy Turingov stroj

Prvé rozSirenie Turingovych strojov, ktoré budeme uvazovat su tzv. viacpaskove
Turingove stroje.
e Ako z nazvu vyplyva, uvazujeme Turingov stroj, ktory nema len 1, ale méze
pouzivat viacero pasok.
e Tieto pasky su, rovnako ako v pripade TS s jednou paskou, nekonec¢né.
e Kazda paska ma svoju Citaciu hlavu.
¢ Na zaciatku ¢innosti sa vstupné slovo napiSe na prvu pasku, ostatné pasky
maju v8etky bunky prazdne. Citacia hlava prvej pasky je nastavena na prvom
symbole vstupu, ostatné Citacie hlavy ostatnych pasok su na fubovolnej
prazdnej bunke.
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Viacpaskovy Turingov stroj

Figure: Viacpaskovy Turingov stroj [1]
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Krok vypocCtu zavisi na aktualnom stave a ¢itanom symbole z kazdej pasky. V
jednom kroku vykona TS:

® Presunie sa do nového stavu, pripadne zostava v starom.

e 7 kazdej pasky precita symbol a nasledne ho prepiSe podla prechodove;
funkcie.

e Hlava kazdej pasky vykona pohyb - uvazujeme, ze hlavy sa mézu pohnat
dofava, doprava, alebo aj zostat’ stat’, t.. mozné pohyby budu L, R, S.

e Jednotlivé hlavy sa hybu nezavisle - pri kazdom prechode sa mézu vSetky
posunut rovnako, niektoré mézu ist opacnym smerom, a podobne.
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Priklad

Niekedy je vyhodnejSie uvazovat, ze mame k dispozicii TS, ktory pouziva viacero
pasok - mdéze to ufahCovat navrh Turingovho stroja pre rieSenie zadanej ulohy.
Napriklad uvazujme, Ze by sme chceli akceptovat jazyk L = {a"b"c" | n > 1}

¢ Pri jeho rieSeni mézeme uvazovat, Ze mame k dispozicii 2 pasky.

¢ Na prvej paske mame vstup, ktory postupne Citame zfava-doprava.

¢ Na druhej paske si ukladame precitané symboly.
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Najprv si na druhu pasku ulozime kazdé precitané a z prvej pasky.

Potom pri Citani kazdého b z prvej pasky prepiSeme jedno a na druhej paske
na b.

Na zaver pri Citani kazdého ¢ z prvej pasky zmazeme jedno b.

Ak po precitani slova z prvej pasky zaroven zostane druha paska prazdna,
tak vstup na prvej paske bol v tvare {a"b"c" | n > 1}.
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Taky TS by bol napriklad:

Q = {q()a q1 ) q27 q3}a > = {a7 b7 C},r - {a7 b7 Ca B}
Qo je pocCiatocny stav, B je symbol prazdnej paskovej bunky, F = {qgs}
Prechodové funkcia ¢:

1. 6(qo. (&, B)) = (qo. (a, a), (R, R))
2. 6(qo, (b, B)) = (a1, (b, B),(S, L))
3. 6(qr,(b,a)) = (g1, (b, b), (R, L))
4. (Q17(Ca B)) ( ,(C, B)’(Sv R))
5. 6(qe, (¢, b)) = (qo, (¢, B), (R, R))
6. d(qe, (B, B)) = (g, (B, B), (S, S))

V prechodovej funkcii su v tomto pripade dvojice - lebo su 2 pasky, napriklad:
3(qo, (a,B)) = (qou, (a, a), (R, R)) znamena, ze ak je TS v stave qp, na prvej
paske Cita a, na druhej paske ¢&ita prazdnu bunku, tak na prva pasku zapise
a, na druhu pasku zapiSe a, prvu hlavu posunie vpravo a druhu hlavu posunie .
vpravo.

10/77



Rozsirené Turingove stroje
000000000 e00000000

Viacpaskovy Turingov stroj

Pre viacpaskové Turingove stroje plati nasledovna veta:

Veta
Kazdy jazyk akceptovany viacpaskovym Turingovym strojom je rekurzivne
vycislitelny.
e Tato veta hovori, Ze kazdy jazyk akceptovatefny viacpaskovym Turingovym
strojom je zaroven akceptovatelny aj jednopaskovym (t.j. "klasickym")
Turingovym strojom.

¢ Teda viacpaskové Turingove stroje su z hladiska vypoctovych schopnosti
ekvivalentné jednopaskovym Turingovym strojom.

11/77



Rozsirené Turingove stroje
000000000 0e0000000

e Existencia viacerych pasok je teda len "kozmeticka Uprava", nijako
nezosilfiuje schopnosti TS.

¢ Dobkaz je zalozeny na tom, ze viacpaskovy TS je simulovatelny
jednopaskovym TS - nebudeme ho robit, zaujemcovia ho najdu v literatare [1]

e Ked'ze viacpaskové TS su ekvivalentné jednopaskovym TS, tak ak je to
potrebné, mdézeme pre rieSenie nejakej tlohy uvazovat, ze mame
viacpaskovy TS - a ziskany vysledok musi byt rovnako aplikovatelny aj na
jednopaskovy TS.

12/77



Rozsirené Turingove stroje
00000000000 e000000

Nedeterministické Turingove stroje

Druhym velmi dblezitym rozSirenim TS, ktoré budeme uvazovat, su tzv.
nedeterministické Turingove stroje.

¢ Nedeterministicky Turingov stroj (NTS) je taky, ktorého prechodova funkcia
moze pre situaciu, Ze sa nachadza v stave q a Cita z pasky symbol X
definovat’ prechody do viacerych r6znych situacii:

5(q7 X) = {(q'l, Y17 D‘I)v (CIZ, Y2, D2)7 X3 (qka ka Dk)}

e NTS si pri kazdom kroku vypoctu nahodne méze vybrat, ktory prechod
pouzije (podobne ako nedeterministicky kone¢ny automat).

e Podobne ako pri KA, ZA, aj pre NTS, Ze akceptuje také retfazce w, pre ktoré
existuje vypocet, v ktorom sa pri spractivani retazca w vie NTS dostat do
akceptacného stavu.
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Priklad

1/1 —
0/1 — 0/0 —

14/77



Rozsirené Turingove stroje
0000000000000 e0000

Vypocty pre vstup w = 01:
G001+ 1go1 - 10gy B+ 10Bg.B

Vypocty pre vstup w = 010: prvy sa zastavi v akceptacnom stave, druhy sa
zastavi v neakceptacnom stave:

90010 F 1go10 - 10940 - 100g; B - 100Bg. B

qo010 - 1go10+ 10910 - 1go00 F 11gp0 - 111y B
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Nedeterministicky Turingov stroj

Pre nedeterministické Turingove stroje plati nasledovna veta:

Veta
Ak My je nedeterministicky Turingov stroj, potom existuje deterministicky Turingov

stroj Mp taky, Ze L(My) = L(Mp).
e Tato veta hovori, Zze kazdy jazyk akceptovatelny NTS je zaroven
akceptovatelny aj deterministickym (t.j. "klasickym") Turingovym strojom.
¢ Teda nedeterministické Turingove stroje su z hfadiska vypoctovych

schopnosti ekvivalentné deterministickym Turingovym strojom (analogicka
situacia ako pri kone¢nych automatoch)
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¢ Nedeterminizmus v TS je teda rovnako, ako viacero pasok, len "kozmeticka
Uprava", nijako nezosilfiuje schopnosti TS.

e Dékaz je zalozeny na tom, ze ku kazdému NTS sa d& zostrojit deterministicky
TS (DTS), ktory "simuluje" vypocet nedeterministického Turingovho stroja - t..
sleduje vSetky mozné vypoctové cesty, ktorymi by sa mohol NTS vydat.

e Dékaz robit nebudeme, znovu sa da ndjst v literatare [1].

e 7 hladiska toho, aké jazyky vedia Turingove stroje akceptovat nie je rozdiel
medzi tym, o dokazu nedeterministické a ¢o dokazu deterministické
Turingove stroje.
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Podstatny rozdiel je vSak v tom, Ze momentalny stav [udského poznania je
taky, Ze sp6sob, ako pomocou deterministického TS simulovat
nedeterministicky TS je vypoctovo-naro¢ny (ma tzv. exponencialnu zlozitost).
Otazka, Ci sa da nedeterministicky TS simulovat deterministickym spésobom
s tzv. polynomialnou zlozitostou ma momentalne hodnotu milién dolarov -
patri medzi tzv. problémy tisicrocia.

Z hladiska predmetu TZI je dblezité, ze NTS a DTS su - ¢o do schopnosti
rieSit problémy - ekvivalentné.

Ale ked nas zaujima aj to, s akou zlozitostou tieto problémy riedia - tam do
hry vstupuje predmet Analyza a zlozitost' algoritmov.
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RozSirenie TS - zhrnutie

e Povedali sme si teda, Ze okrem Turingovho stroja s jednou paskou, ktory sa
sprava deterministicky m6zeme uvazovat aj:
® TS s viacerymi paskami
® Nedeterministické Turingove stroje
® Rovnako mézeme uvazovat aj nedeterministické Turingove stroje s viacerymi
paskami
e 7 hladiska toho, ¢o Turingove stroje dokazu, su vSak vSetky tieto Upravy len
formalne, ked'ze ziadna z nich nespdsobi to, Ze by sme vedeli zostrojit nieco
"silnejSie" nez Standardny Turingov stroj, ked'ze oba typy Uprav su
konvertovatelné na ekvivalentny deterministicky Turingov stroj s jednou
paskou.

¢ Pod'me sa teraz blizSie pozriet na vlastnosti rekurzivne vycislitelnych jazykov.
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Jazyky nad A= {0,1}

e Uvazujme abecedu A = {0, 1} a vSetky mozné jazyky nad touto abecedou
LC{0,1}*.

e Aké su vztahy medzi triedami jazykov a vypocCtovymi zariadeniami, o ktorych
sme sa doteraz bavili:

4 ) 4 "\
Rekurzivne vyéislitelné TS
Bezkontextové ZA
[ Regularne ] [ KA ]
N, g \, w
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Nad abecedou {0, 1} st napriklad jazyky:
* Regularny jazyk (01)(0 + 1)* - ten je zaroven aj bezkontextovy, aj rekurzivne
vyCislitelny
¢ Bezkontextovy jazyk {0"1" | n > 0} - ten je zaroven aj rekurzivne vycislitelny,
ale nie je regularny
e Rekurzivne vycislitelny jazyk {ww | w € {0,1}*} - ten nie je ani regularny, ani
bezkontextovy
Na mieste je teraz otadzka: Existuje jazyk nad {0, 1}*, ktory nie je ani rekurzivne
vycislitefny? Tj. existuje jazyk, pre ktory sa neda zostrojit’ Turingovy stroj,
ktory ho akceptuje?
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Inymi slovami, ktora z 2 uvedenych moznosti plati:

Vsetky jazyky nad {0,1}

7

Rekurzivne vyc¢islitefné

Bezkontextové

Regularne

2

vs

7

Rekurzivne vyc¢islitelné = vsetky jazyky nad {0,1}

Bezkontextové

Regularne
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Ukazeme si, Ze plati prvd moznost':

. ~ g
Vsetky jazyky nad {0,1} ReKurzjvne vyéislitefné = vietky jazyky n A}
p
Rekurzivne vyc¢islitefné Bezkontextoveé
Bezkontextové Vs Regularne
\.
\ v
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Jazyk, ktory nie je RE

Ukazeme si, Ze existuje jazyk, ktory nie je rekurzivne vycislitelny

Teda neexistuje Turingov stroj, ktory by dokazal akceptovat’ prave retazce,
patriace do daného jazyka

Najprv si potrebujeme povedat, ako je mozné "zakddovat™ Turingov stroj do
binarnej postupnosti a spatne "dekodovat™” binarnu postupnost’ na nejaky
Turingov stroj.

To znamena, priradime kazdému Turingovmu stroju nejaku binarnu
postupnost, ktora ho popisuje (stavy, symboly, prechody) a naopak, kazdu
binarnu postupnost budeme vediet interpretovat ako nejaky Turingov stro;.
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Ocislovanie binarnych postupnosti

Nech w je nejaka binarna postupnost. Uvazujme celé ¢&islo i, ktorého
binarnou reprezentaciou je postupnost 1w. Potom w budeme nazyvat i-ty
retfazec.

emacisloi =1 (lebo 1c = 1)
0 ma gislo i = 2 (lebo 10 = 2)
1 ma Cislo i = 3 (lebo 11 = 3)
00 ma cCislo i = 4 (lebo 100 = 4)
01 ma cCislo i = 5 (lebo 101 = 5)

T.j. vieme usporiadat’ binarne retazce a ocCislovat ich - zaroven vidime, Ze ich
usporiadanie je podfa poétu symbolov a tie, ktoré maji rovnako vela
symbolov, su d'alej usporiadané lexikograficky

Ret'azec s Cislom /i budeme oznacovat’ ako w;.
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Kddovanie Turingovho stroja

Potrebujeme navrhnit spdsob, ako "zakédovat" TS do binarnej postupnosti
Uvazujme pre jednoduchost, Ze vstupna abeceda TS je {0, 1}

Nech TS obsahuje |Q| = r stavov, Q = {g1, @z, ..., gr}. Stav q; budeme vzdy
uvazovat ako pociatocny, stav g» budeme vzdy uvazovat ako jediny
akceptacny stav. Kazdy TS vieme upravit' tak, aby jeho pociato¢ny stav bol
oznaceny g; a zaroven mal jediny akceptacny stav go.

Nech TS obsahuje |I'| = s paskovych symbolov, I = {Xi, X5, X3, ... Xs}. Xj
bude vzdy symbol 0, X> bude vzdy symbol 1, X3 bude vzdy symbol B.
Ostatné symboly mézu byt podfa lubovble.

Smer pohybu hlavy L ozna¢ime ako Dy, smer pohybu hlavy R oznac¢ime ako
D-.
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Kddovanie Turingovho stroja

Kazdy stav, paskovy symbol a pohyb hlavy teda vieme oznacit nejakym
Cislom. Vd'aka tomu vieme zakddovat prechodovu funkciu.

Nech §(q;, Xj) = (qk, Xi, Dm) pre nejake celé Cisla i, j, k, I, m. Takyto prechod
zakodujeme do binarnej postupnosti ako 0'10/10X10710™.

Kedze vSetky i, j, k, I, m st celé Cisla od jednotky, v uvedenej postupnosti je
vzdy medzi oddelujucimi jednotkami aspon jedna nula.

Viacero prechodov zapiSeme tak, Ze ich vzajomne oddelime dvomi
jednotkami, t.j. postupnost C111C»11...C,_111C, reprezentuje prechodovu
funkciu, kde prechody su Cy, Co, ..., Cp.
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Priklad

Nech TS M = ({q1 » g2, q3}7 {07 1}a {07 1 ) B}v 57 a1, Ba {qZ})i kde preChOdOVé
funkcia:

* 6(q1,1) = (a3,0,R)
® §(q3,0) =(a1,1,R)
® §(q3,1) =(92,0,R)

® 0(qs, B) =(gs,1,L)
Potom zakddovanie jednotlivych prechodov:

¢ 0110210310102 = 0100100010100

e 0310'10'10%10% = 0001010100100

e 0310210210102 = 00010010010100

e 0310%10%10%10" =
A cely TS by bol zakédovany ako:
0100100010100110001010100100110001001001010011
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e Je zrejmé, ze kazdy TS sa da takto zakddovat do nejakej binarne;j
postupnosti.

e Taktiez, Ze jeden a ten isty TS ma viacero binarnych postupnosti, do ktorych
sa da zakodovat - napriklad v uvedenom priklade existuje 4! = 24 réznych
poradi, v ktorych mozno prechody zapisat.

e Taktiez je zrejmé, Zze nie kazda binarna postupnost sa "da" spatne
interpretovat ako nejaky Turingov stroj - napriklad postupnost samych nul. V
takom pripade definujeme, Ze ak sa neda binarna postupnost interpretovat
ako TS podfa vySsie uvedeného predpisu, tak uvazujeme, Ze TS prislichajuci
takej binarnej postupnosti je TS s jednym stavom a ziadnymi prechodmi, t.j.
taky, ktorého jazyk L(M) = () a ktory sa v momente zastavi pre hocijaky vstup.
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Vd'aka uvedenej kon&trukcii teda vieme uvazovat tzv i-ty Turingov stroj, M;
t.j. Turingov stroj, ktory ze zakddovany ako i-ta binarna postupnost’ w;.
Napriklad i = 1, t.j. TS My je Turingov stroj zodpovedajuci Cislu 1, teda

wy = e. To je prave retazec, ktory sa neda interpretovat ako TS, preto
uvazujeme, ze TS M; ma 1 stav a Ziadne prechody.

Podobne, i = 57 je postupnost 111001, t.j. ws7 = 11001. Tato postupnost
nezacina nulou, teda nepredstavuje nejaky TS.

Naopak, TS popisany v priklade ako
01001000101001100010101001001100010010010100110001000100010010
by mal binarnu postupnost
101001000101001100010101001001100010010010100110001000100010010
a teda zodpoveda Cislu i = 5920415549427486994
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Ak teda vieme zakddovat TS ako nejaku binarnu postupnost, uvazujme
nasledovny jazyk nad abecedou A = {0,1}:

Definicia

Jazyk Ly, nazvany diagonalizacny jazyk, je mnoZina retazcov w; takych, Ze

Wi ¢ L(M,)

T.j. diagonaliza¢ny jazyk Ly obsahuje tie binarne retazce w;, ktoré predstavuju tie
Turingove stroje, ktoré neakceptuju retazec w;, t.j. svoj vlastny kod v tvare
binarnej postupnosti.
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Uvazujme, ze by sme si v tabulke zaznacili, ktory TS akceptuje ktoré retazce.
Nech v tabulke i je poradové Cislo Turingovho stroja, t.j. M; a j oznacCuje binarny
vstup, t.j. w;. 1 na pozicii (/,j) znamena, ze TS M; akceptuje retazec w;, 0 na
pozicii (i, j) znamena, Zze TS M; neakceptuje retazec w;.
J -
1 2 3
1NN

w2
o =

—

=

o= R R

-
NN
—_
=
-

Diagonal

Figure: Tabulka akceptacie j-teho retfazca i-tym TS, 1]
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UPOZORNENIE: Uvedena tabufka ma ilustracné ucely. Totizto niekolko prvych
TS My, Mo, Ms..., 1.j. tie, ktoré prislichaju najmensim kladnym Cislam, nie su
reprezentacie platného TS, t.j. vSetky predstavuju TS s 1 stavom a Ziadnymi
prechodmi.
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Predpokladajme vSak, ze tabulka predstavuje akceptacie retazcov Turingovymi
strojmi, napriklad:

J——
1234 -

_6_0110--j

TN 0

Figure: TS M; akceptuje refazce [1]

Vidime, ze TS M; by:

1. neakceptoval refazec wy, t.j. wy = ¢
akceptoval retfazec wo, =0
akceptoval refazec ws; = 1
neakceptoval refazec wy = 00, atd'.

Ao
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e Zvyrazneny 1 riadok popisujuci spravanie konkrétneho TS (v naSom pripade
M;) nazyvame charakteristicky vektor jazyka L(M;), t.j. jazyka
akceptovaného TS M;. Dany vektor teda jednoznacne popisuje, ktoré retazce
w; patria do prislusného jazyka.

¢ Diagonala jednoznacne udava, ¢i TS M; akceptuje retazec w;, t.j. svoj
vlastny binarny koéd.

¢ Ak by diagondla vyzerala tak, ako na slajde €. 32, t.j. 0111... a teda M,
neakceptuje wy, M, akceptuje wo, M3 akceptuje ws, My akceptuje wy, ..., tak
potom doplnok diagonaly, t.j. vektor 1000... je prave charakteristickym
vektorom jazyka L.
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e Jazyk L, tvoria prave tie retazce w;, ktoré reprezentuju Turingove stroje M;,
ktoré neakceptuju svoj vliastny kéd w;.

¢ A ak by sme predpokladali, Ze situacia je takd, ze My neakceptuje wy, M»
akceptuje wo, M3 akceptuje ws, M, akceptuje wy, t.j. diagonala zacina
0111..., tak potom musi platit, Ze wy € Ly, wo & Ly, w3 & Ly, Wa & Lg,...

¢ A teda ak by negacia diagonaly zacinala 1000..., tak potom dostavame prave
charakteristicky vektor jazyka L.
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A teraz trochu intelektualnej mégie:

1. VSetky mozné Turingove stroje su popisatelné ako binarna postupnost - t.j.
v tabulke na slajde ¢. 32 predstavuje kazdy jeden Turingov stroj nejaky
riadok v danej tabulke, resp. kazdy riadok v tabulke predstavuje
charakteristicky vektor jazyka nejakého Turingovho stroja.

2. Negaciou diagonaly dostavame vektor, ktory sa nemoéze nachadzat’ v
tabufke, pretoZe sa od i-teho riadka v tabufke |i8i na i-tej pozicii - ked'ze na
tejto pozicii dochadzalo k negacii hodnoty v tabulke (i, i)

3. Preto negécia diagonaly - t.j. jazyk Ly - nemo6ze predstavovat
charakteristicky vektor jazyka akceptovaného Turingovym strojom.

4. Ateda jazyk Ly nie je akceptovatelny ziadnym Turingovym strojom - a
teda to je priklad jazyka, ktory nepatri medzi rekurzivne vycislitelné jazyky.
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Ly nie je rekurzivne vycislitelny jazyk

Veta
Jazyk Ly nie je rekurzivne vycislitelny jazyk. Teda neexistuje Turingov stroj, ktory
by dokazal akceptovat jazyk Lg.
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Formalny dékaz (sporom): Nech existuje TS M taky, ze Ly = L(M). Ked'Ze jazyk
Ly € {0,1}*, tak urcite ma TS M reprezentaciu ako nejaky binarny refazec, t.j.
existuje Cislo i, ze M = M;. Uvazujme, Ci w; € Ly:

1. Nech w; € Ly. V takom pripade M; akceptuje w;. AvSak v takom pripade by
podrfa definicie Ly malo platit w; ¢ Ly, pretoze Ly obsahuje len tie w;, pre
ktoré w; & L(M;).

2. Nech w; ¢ Ly. V takom pripade by w; ¢ L(M;). AvSak potom by podfa
definicie malo platit, ze w; € L.

Ked'Ze vidime, Zze w; nem0ze byt v Ly a suCasne neméze nebyt v Ly, tak z toho
vyplyva, Ze nas predpoklad, Ze existuje TS M, taky, ze L(M) = Ly bol zly. A teda
taky TS nemdze existovat’ a Ly nie je rekurzivne vycislitefny.
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Co potvrdzuje situéciu, Ze urdite existuje minimalne jeden taky jazyk nad
abecedou {0, 1}*, ktory nie je rekurzivne vycislitefny, konkrétne Ly, a teda plati:

7 N
VsSetky jazyky nad {0,1} L
4 3 = d
Rekurzivne vygislitelné
Bezkontextové
[Regularne ]
\, w
N w
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Vztah nerozhodnutefnych problémov a TS

e Jazyk L4 je teda priklad jazyka, ktory nie je rekurzivne vycislitelny.

¢ Teda k nemu neexistuje Turingov stroj, ktory by ho akceptoval.

e Jazyk L4 je teda priklad rozhodovacieho problému, ku ktorému neexistuje ani
Turingov stroj, a uz vébec nie algoritmus, ktory by ho riesil, teda tento problém
je urCite nerozhodnutelny.

e Rekurzivne vycislitelné jazyky su také, pre ktoré existuje Turingov stroj, ktory
ich akceptuje, avSak tu ich vieme rozdelit do 2 skupin, podfa toho, ¢o urobi
Turingov stroj pre slova, ktoré do jazyka nepatria.
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Vztah nerozhodnutefnych problémov a TS

1. RE jazyky, pre ktoré existuje taky Turingov stroj, ktory nielen Ze akceptuje
slova z jazyka, avSak rovnako dokaze v koneCnom Case povedat, Ze slovo do
jazyka nepatri, t.j. tento Turingov stroj vzdy zastavi bez ohladu na vstupny
retazec.

2. RE jazyky, pre ktoré existuje len taky Turingov stroj, ze sice akceptuje dany
jazyk, ale bez garancie zastavenia, t.j. ak je vstup z jazyka, tak o tom TS vie
informovat, avSak ak vstup z jazyka nie je, tak je mozné, Ze TS bude pocitat
donekonecna.

Je zrejmé, Ze prva mnozina RE jazykov tvori podmnoZinu tej druhej mnoziny.
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Rekurzivne jazyky

Definicia

Jazyk L nazyvame rekurzivny, ak L = L(M) pre nejaky Turingov stroj M taky, Ze:
1. Akw € L, potom M akceptuje w (a teda zastavi)
2. Akw ¢ L, tak vypocet M urcite zastavi (a slovo neakceptuje).

Rekurzivne jazyky predstavuju prave jazyky z bodu €. 1 na predchadzajicom
slajde. Turingove stroje, ktoré ich akceptuju, sa nazyvaju aj rozhodovace
(deciders) a predstavuju prave matematicky model algoritmu, t.j. dobre
definovanej postupnosti krokov, ktora vzdy skonci a vrati vysledok.
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Rekurzivne jazyky

¢ Ak sa divame na jazyk L ako na rozhodovaci problém, resp. na retazce
jazyka L ako na inStancie problému, pre ktoré je odpoved ano a retazce,
ktoré do jazyka L nepatria ako na inStancie, pre ktoré je odpoved na
rozhodovaci problém nie, tak potom su rekurzivne jazyky prave
rozhodnutelné problémy.

* A jazyky, ktoré nie su rekurzivne, si nerozhodnutel'né problémy.
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Vztahy jazykov (aktualizované o rekurzivne jazyky):

Véetky mozné jazyky VSetky mozné jazyky

r ~ r 2
Rekurzivne vy¢islitelné Turingove stroje

[ Rekurzivne TS, ktoré vzdy zastavia
Bezkontextové Zasobnikové A
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e V praxi nas viac zaujima, Ci existuje / neexistuje algoritmus (t.j. TS, ktory
vzdy zastavi), ktory danu ulohu rieSi, nez Ci len existuje nejaky Turinov stroj,
ktory by dokazal jazyk akceptovat'.

e Kedze TS, pri ktorych nevieme, i vZzdy zastavia, nam nemusia poskytnut
dostatok informacii na to, aby sme sa rozhodli, Ze retazec nepatri do
prisludného jazyka - t.j. Ze dand inStancia problému mé& odpoved nie.

* Preto aj v praxi je dbleZitejSie delenie jazykov / problémov na rozhodnutefné /
nerozhodnutelné je dblezitejSie, nez na tie, ktoré su / nie su rekurzivne
vyCislitelné, t.j. Ci existuje / neexistuje Turingov stro;.
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e Ukazme si teraz priklad jazyka, ktory sice je rekurzivne vycislitefny, avSak nie
je rekurzivny.

e Takymto jazykom je napriklad tzv. univerzalny jazyk L.

* Najprv sa v8ak zamyslime nad tzv. doplnkom jazyka.
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Doplnok (komplement) jazyka

Definicia

Nech A je abeceda a L je jazyk nad touto abecedou. Potom jazyk L definovany
ako L = A*\ L (t). rozdiel mnozin A* a L) je doplnok (komplement) jazyka L
vzhladom na abecedu A.

Tj. ak L je jazyk nad abecedou A, tak doplnok jazyka L je mnozina L, ktoru tvoria
vSetky také retazce, ktoré nepatria do jazyka L. Samozrejme aj L je jazyk, ked'ze
sa jedna o mnozinu retazcov.
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Priklady

* Nech A= {0,1}. Nech L = 01(0 + 1)*, t.j. L su vSetky retazce zacinajuce 01.
PotomL=(¢+0+1)+11(0+1)*+10(0+ 1)* +00(0 + 1)*, t.j. vSetky
refazce nezacinajuce 01.

® Nech A= {a,b}. Nech L = {w € {a,b}" | fa(w) = fp(W)}, tj. L st vSetky
refazce z pismen a, b obsahujlce rovnaky pocet a a b. Teda doplnok L je
jazyk obsahujuci vsetky retazce z pismen a a b, ktoré neobsahuju rovnaky
pocet a a b.

* Nech A= {0,1}. Majme jazyk Ly, t.j. vSetky binarne retazce predstavujlce
TS, ktoré neakceptuju svoj vlastny kéd. Potom jazyk Ly je jazyk, ktory tvoria
vSetky binarne retazce predstavujuce TS, ktoré akceptuju svoj vlastny kéd.
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Uzavretost rekurzivnych jazykov vzhfadom na doplnok

Pre rekurzivne jazyky plati nasledovna veta:

Veta
Ak L je rekurzivny jazyk, potom aj jeho dopinok L je rekurzivny jazyk.




Vlastnosti RE jazykov
000000000000 00000O0O0O000O00000000e00000000000000000000000000

Dékaz: Potrebujeme dokazat, Ze ak L ma Turingov stroj M, ktory ho akceptuje
L = L(M) a vzdy zastavi (lebo taka je definicia rekurzivnych jazykov), potom aj
doplnok L ma Turingov stroj M, ktory ho akceptuje a vzdy zastavi.

1. Nech M je Turingov stroj, ktory vzdy zastavi a L = L(M).

2. Zostrojme Turingov stroj M z TS M nasledovnym sposobom:
2.1 M prevezme z M stavy a prechody medzi nimi. Navyse:
2.2 Akceptacné stavy M budl neakceptacné stavy M bez prechodov, t.j. ak M dbjde
do tychto neakceptacnych stavov, tak v nich zastane
2.3 M bude mat 1 novy akceptatny stav r, z ktorého nie st definované prechody.
2.4 Pre kazdu kombinaciu (neakceptaény stav,paskovy symbol) v TS M taku, ze v M

pre fu nie je definovany prechod, bude v M definovany prechod do
akceptacného stavu r.
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Dékaz (pokr.) Z konStrukcie je zrejmé, Ze:

1.
2.

Ak M zastavi v akceptatnom stave, tak M zastavi v neakceptacnom stave.

Ak M zastavi v neakceptaénom stave, tak M umozni podla dodefinovaného
prechodu prechod do nového akceptacného stavu r.

Preto M akceptuje prave tie retazce, ktoré M neakceptoval, a naopak.

Ateda L(M) = L(M) a navySe, ak M vzdy zastavil, aj M vzdy zastavi, teda ak
L je rekurzivny jazyk, potom aj jeho doplnok L je rekurzivny jazyk.
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Vlastnosti RE jazykov

000000000000 000O00O00O0O00O00000000000e000000000000000000000000

Konstrukcia je zndzornena aj na obrazku:

M

Y
<

= Accept>

— Reject

.

Figure: Prevzaté z [1]

Accept
Reject
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Uzavretost RE jazykov na doplnok

Veta
Nech oba jazyky, L aj jeho doplnok L st rekurzivne vydislitelné. Potom L je uréite
rekurzivny. A z vety na slajde ¢. 50 vyplyva, Ze aj L je rekurzivny.
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Dokaz:

1.

2.

Nech plati, ze L aj L st rekurzivne vygislitelné. Potom musia existovat
Turingove stroje My, M, také, ze L(M;) = L, L(M,) = L.

To znamend, ze M; pre retazce z jazyka L zastavi, lebo ich akceptuje. Pre
retfazce, ktoré nie su z jazyka L vSak zastavit nemusi - lebo o jazyku L
predpokladame len, Ze je rekurzivne vycislitelny, t.j. nemusi byt rekurzivny.
Analogicky aj M, zastavi urcite len pre retazce z L.

Nech teda mame 2 Turingove stroje, My pre jazyk L, M, pre jazyk L. M,
zastavi pre vSetky retazce z jazyka L a akceptuje ich, M, zastavi pre vSetky
retfazce z jazyka L a akceptuje ich.

Zostrojme Turingov stroj M, ktory dokaze simulovat paralelne €innost oboch
My, Ms.
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— Accept —  Accept

— Accept —  Reject

Figure: TS simulujuci su¢asne My, M, [1]

Uvedeny Turingov stroj bude:
e akceptovat w prave vtedy, ked' ho akceptuje M,
e neakceptovat w prave vtedy, ked ho akceptuje M»
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Turingov stroj M bude fungovat nasledovne:

Ma 2 pasky - na jednej paske simuluje pasku My, na druhej paske simuluje
pasku Mo.

Paralelne dokaze simulovat spravanie oboch TS.

Ak je na vstupe w € L, tak potom tento retazec akceptuje M;. To znamena,
ze simulécia ¢innosti M, vie zastavit' - vtedy zaroven zastavi aj M a navySe
vstup w akceptuije.

Ak je na vstupe w € L, tak potom tento retazec akceptuje M,. To znamena,
ze simulacia Cinnosti M, vie zastavit' - vtedy zaroven zastavi aj M a vstup w
neakceptuje.

Kedze M je tym padom Turingov stroj, ktory pre kazdy retazec zastavi a
zaroven dokaze akceptovat prave retazce jazyka L, znamena to, Ze jazyk L je
rekurzivny, lebo pren existuje TS M, L = L(M) a M vzdy zastavi.
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Zaroven z vety zo slajdu ¢. 50 vyplyva, Ze aj L je rekurzivny.
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Z uvedenych 2 viet vyplyvaju nasledovné moznosti vzhfadom na poziciu jazyka a
jeho doplnku v triedach jazykov:

1.
2.
3.

Aj jazyk L, aj jeho doplnok L st rekurzivne.

Ani jazyk L, ani jeho doplnok L nie su rekurzivne vycislitefné.

L je rekurzivne vycislitelny, ale nie je rekurzivny a jeho doplnok L nie je
rekurzivne vycislitelny.

Doplnok L je rekurzivne vycislitefny ale nie je rekurzivny a L nie je ani
rekurzivne vycislitelny.
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Priklad

Uvazujme jazyk Lg, t.j. diagonalizaCny jazyk. O tomto jazyku sme si dokazali,
Ze nie je rekurzivne vycislitelny, t.j. Ze pren neexistuje Turingov stroj, ktory by
ho akceptoval. Z uvedeného vyplyva, Zze jeho doplnok, t.j.

Ly = mnozina binarnych retazcov predstavujlcich TS, ktory akceptuje sam
seba

alebo rovnako nie je rekurzivne vycislitelny,

alebo je rekurzivne vycislitelny, av8ak nie je rekurzivny.

Spravna je druha moznost, t.j. Ly je RE ale nie rekurzivny.
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Univerzalny jazyk L,

e Vratme sa k reprezentacii Turingovho stroja ako binarneho retazca.

¢ Podobne, ako vieme reprezentovat’ Turingov stroj M, vieme reprezentovat’ aj
par (M, w), t.j. Turingov stroj M s binarnou vstupnou abecedou a nejaky jeho
vstup w, w € {0, 1}*. Staci, aby sme za binarnu reprezentaciu M vlozili 111 a
nasledne retazec w.

¢ Napriklad ak by sme pre Turingov stroj zo slajdu €. 28 uvazovali vstup 1011,
potom by bol TS s tymto vstupom zakédovany ako:

010010001010011000101010010011000100100101001100010001000100101111011
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Uvazujme teraz jazyk, ktory tvoria vSetky binarne retazce, ktoré reprezentuju
par (M, w) taky, Zze w € L(M), t.j. par Turingov stroj M a slovo w z jazyka
akceptovaného TS M.

Takyto jazyk, ktory viastne tvoria vSetky mozné Turingove stroje so
vSetkymi svojimi akceptovanymi vstupmi, sa nazyva univerzalny jazyk a
oznacuje sa L.

Ukazeme, Ze existuje jeden Turingov stroj U, nazvany univerzalny Turingov
stroj, pre ktory plati L, = L(U)

To znamena, Ze existuje Turingov stroj, ktory dokaze simulovat’ ¢innost
fubovolného Turingovho stroja pre fubovolny vstup.
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Univerzalny Turingov stroj U

Univerzalny Turingov stroj U:

e Pozostava z viacerych pasok: na prvej paske su na zaciatku ulozené
prechody M a retazec w

¢ Druha paska bude simulovat obsah pasky M, pricom bude pouzivat rovnaky
format, v akom je M ulozZeny v binarnom retazci. T.j. paskovy symbol X;
Turingovho stroja M bude na tejto paske stroja U reprezentovany ako 0’ a
jednotlivé paskové symboly TS M budu na tejto paske stroja U oddelené
jednotkami.

* Tretia paska bude obsahovat aktualny stav TS M, pricom stav g; TS M bude
na tejto paske reprezentovany ako 0'.
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Finite
control

Nl

M
r

Tape of M 0001000001010001 j

'/v_/

Stateof M 000 *** 0BB **°*

Scratch

Figure: Na&rt Univerzalneho TS U [1]
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Operacie U:

1. Najprv preskuma vstup, Ci M je validna reprezentacia TS. Ak nie, U zastavi
bez akceptacie, ked'ze taky binarny retazec predstavuje TS s 1 stavom, bez
prechodov, ktory akceptuje prazdny jazyk.

2. Na druhu pasku zapi$e vstup w v zak6dovanom tvare. T.j. pre kazdu nulu
slova w na pasku zapiSe 10, pre kazdu jednotku na pasku zapise 100.
Ostatné bunky U su prazdne - ak na ne narazi poc€as ¢innosti, tak vie, ze
ked'Ze tato paska ma simulovat pasku M, tak na potrebné prazdne pozicie
najprv zapise 1000 - prazdny symbol simulovaného M.

3. Na tretiu pasku sa zapiSe 0, t.j. reprezentacia pocCiato¢ného stavu q; TS M.
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Operacie U:

4.

6.

Tym U dokéaze simulovat spravanie M pre vstup w. U akceptuje binarny retazec
kédujaci (M, w) vtedy a len vtedy, ak M akceptuje w.

Aby U simuloval ¢innost M danu prechodom 010/10K10/10™, tak na tretej

paske musi byt 0', na druhej paske musi byt od aktualnej pozicie &itacej

hlavy 0/. Nasledne sa vykona:

4.1 Zmena obsahu péasky ¢. 3 na 0% - najprv sa z pasky zmaze 0 a nasledne sa tam
nakopiruje z pasky ¢. 1 0%, t.j. simuluje sa zmena stavu M

4.2 Na paske ¢&. 2 sa nahradi 0/ retazcom 0/, t.j. simuluje sa zmena obsahu pasky
M. Ak je potrebné, aby sa data na paske posunuli (ak j # /), tak sa to vykona
pomocou "Scratch" pasky

4.3 Posun cCitacej hlavy na paske €. 2 na najblizSiu jednotku viavo/vpravo, aby sa
simuloval posun hlavy na paske M vlavo/vpravo.

Ak M nema prechody pre aktualny stav a vstupny symbol, tak M by sa
zastavil - a rovnako sa zastavi aj U.

Ak by M presiel do akceptaéného stavu, U vstup akceptuije.
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Jazyk L, je nerozhodnutefny

Uvedeny univerzalny jazyk L, je urCite rekurzivne vycislitelny, pretoze sme si
prave uviedli, ako vyzera tzv. univerzalny Turingov stroj U, ktory ho akceptuije.

Délezitou vlastnostou jazyka L, je, Ze nie je rekurzivny, t.j. univerzalny
Turingov stroj nemusi zastavit pre fubovolny vstup.

To znamena, Ze prisludnost do jazyka L, je nerozhodnutelny problém.

Této vlastnost je velmi délezitd, lebo sa pomocou nej da dokazat, Ze nejaky
iny problém P je tiez nerozhodnutelny.
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Veta
Jazyk L, je rekurzivne vycislitelny jazyk. Zaroveri tento jazyk nie je rekurzivny.
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Dokaz:

* To, Zze L, je RE jazyk, sme dok&zali pred chvifou - tym, Ze sme nas8li TS, ktory
ho akceptuije.

¢ Teraz chceme dokazat, Ze nie je rekurzivny - t.j. Ze neexistuje taky TS, ktory
by ho akceptoval a su¢asne zastavil pre fubovolny vstup.

e Débkaz vykoname sporom.
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Predpoklad: Nech L, je rekurzivny.
1. Potom podra vety zo slajdu ¢. 50 aj jazyk L, je rekurzivny.
2. Ak by jazyk L, bol rekurzivny, znamena to, ze existuje TS M taky, Ze

Ly = L(M).

3. Vezmime teraz Turingov stroj M, ktory udajne existuje a vie akceptovat jazyk
L, a vyrobme z neho TS M’ nasledovnym sp6sobom:
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Nech M je TS akceptuijuci L, a nech M’ je Turingov stroj, ktory robi nasledovné:

1.
2.
3.

Vezme vstup w a vyrobi z neho retazec wi11w.
Nasledne TS M’ simuluje Cinnost TS M pre retazec wi11w.

Ak M bude retazec wi11w akceptovat, potom aj M’ bude retazec w
akceptovat.

Ak M nebude retazec w111w akceptovat, potom aj M’ retazec w akceptovat
nebude.
KedZe M je TS ktory vzdy zastavi a zarover akceptuje jazyk L, tak ak
retazec wiliw

* akceptuje - potom w predstavuje Turingov stroj, ktory neakceptuje sam seba

* neakceptuje - potom w predstavuje Turingob stroj, ktory akceptuje sdm seba
To znamend, Ze M’ by bol Turingov stroj, ktory akceptuje prave také retazce,
ktoré predstavuju Turingove stroje, ktoré neakceptuju samych seba - t.j. M’ by
bol Turingov stroj, ktory by akceptoval jazyk Ly
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Hypothetical — Accept —T— Accept

w > Copy ™ w 111w —»| algorithm

M for L, | » Reject —T™ Reject

M’ for Ld

Figure: Znazornenie TS M’ [1]
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Dékaz(pokr.)
e AvSak, ako vieme, taky Turingov stroj nemoze existovat'!
¢ Preto na$ predpoklad, Zze L, je rekurzivny jazyk, bol zly.
e Tym sme dokazali, ze L, urCite nie je rekurzivny jazyk.
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Kedze L, je sice RE ale nie rekurzivny jazyk, tak to znamena, Ze ako
rozhodovaci problém patri k nerozhodnutelnym problémom.

Teda neexistuje algoritmus, ktory by v kone¢nom Case dokazal povedat, Ci
(M, w) predstavuje / nepredstavuje par Turingov stroj / vstup taky, ze

w e L(M).

Inymi slovami, "membership problem" w € L(M) je pre rekurzivne
vycislitelné jazyky nerozhodnutefny problém.

To je samozrejme logické, ked'ze ako sme sa bavili, Turingov stroj vo
vS§eobecnosti vie zastavit' len, ak vstup akceptuje, ale ak vstup neakceptuije,
tak nemusi poskytnut odpoved’ v kone¢nom Case.

Pre porovnanie, pre bezkontextové a regularne (a dokonca aj pre rekurzivne)
jazyky to rozhodnutelny problém je, ked'Ze ich prislusné vypoctové modely
vzdy zastavia.
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Halting problém

S uvedenym suvisi aj velmi dolezity problém v teoretickej informatike - tzv.
problém zastavenia (halting problém):

Nech M je Turingov stroj a nech w je retazec, predstavujuci jeho vstup. Viete
rozhodnut, ¢i sa Turingov stroj M zastavi alebo ¢i pobezi bez zastavenia navzdy?

Tento problém je vefmi podobny ndSmu problému hello, world z predchadzajucej
prednasky.
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Halting problém

Nech H(M) je mnozina retazcov w, pre ktoré sa Turingov stroj M zastavi, bez
ohlfadu na to, Ci w akceptuje alebo nie.

Potom halting problém je zaroven aj jazyk, ktory tvoria také pary (M, w), pre
ktoré plati, Zze w € H(M). Znovu, (M, w) su binarna reprezentacia TS a jeho
vstupu.

Takyto jazyk je, rovnako ako L, rekurzivne vycislitelny a zaroven nie
rekurzivny, t.j. predstavuje nerozhodnutelny problém.

Velmi pekné a oblibené video o probléme zastavenia sa da n3ajst tu:
https://www.youtube.com/watch?v=92WHN-pAFCs

76/77


https://www.youtube.com/watch?v=92WHN-pAFCs

Rozsirené Turingove stroje Vlastnosti RE jazykov
000000000000 000000 000000000000 00000O00O0O00O0O00O00000000000000000000000000000000e

Pouzita literatlra

1 Hopcroft, Motwani, Ullman - Introduction to Automata Theory, Languages and
Computations, 3rd Ed.

77177



	Rozšírené Turingove stroje
	Vlastnosti RE jazykov

