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¢ Na minulej prednaske sme sa bavili 0 moZnostiach rozS$irenia Turingovych
strojov - t.j. moznost pridat’ viacero pasok alebo pripustit nedeterministické
spravanie TS, pricom TS s obomi rozSireniami vedia robit len to, ¢o
deterministicky TS s jednou paskou.

e TaktieZ sme sa bavili o tom, Ze rekurzivne vycislitelné jazyky (RE jazyky) - t.j.
tie, ktoré je mozné akceptovat Turingovymi strojmi, obsahuju délezitd
podmnozinu

* Jazyky, pre ktoré existuje Turingov stroj, ktory vzdy zastavi - tzv. rekurzivne
jazyk

° !I'ie);a)z,yky, pre ktoré existuje len taky Turingov stroj, ktory zastavi len v pripade,
ze vstup akceptuje - predstavuju tie jazyky, ktoré su RE ale nie su rekurzivne.
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e Priklad rekurzivneho jazyka: L = {a"b"c" |> 1} - vieme zostrojit TS, ktory
akceptuje prave tento jazyk. Navy$e vzdy zastavi, bez ohladu na to, ¢i ma na
vstupe w € L alebo w ¢ L - taky TS sme zostrojili na jednom z cviceni.

¢ Priklad RE jazyka, ktory nie je rekurzivny:

L, = {w | w kéduje par (M,x) kde M je TS a x vstup, ktory M akceptuje}
Pre tento jazyk vieme zostrojit TS, ktory ho akceptuje - tzv. univerzalny TS
U, ktory dokaze simulovat fTubovolny TS M s nejakym vstupom x, avSak
istota zastavenia je len v pripade, ze x € L(M). V opa¢nom pripade U
zastavit nemusi.
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¢ Priklad jazyka, ktory nie je RE - t.j. neexistuje TS, ktory by vedel akceptovat
prave dany jazyk,
Ly = {w | w kdéduje taky TS M, ktory neakceptuje sam seba, w ¢ L(M)}

¢ Na minulej prednaske sme dokazali, Zze taky TS neméze existovat'.
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Z hradiska po¢itaov, ak uvazujeme rozhodovaci problém s odpovedou ANO/NIE:

e Rekurzivne jazyky - tie, pre ktoré existuju algoritmy, ktoré ich rieSia - t.j.
vieme napisat pocitatovy program, ktory vzdy skonci, t.j. vzdy korektne vrati
odpoved ANO/NIE.

* RE jazyky, ktoré nie su rekurzivne - vieme napisat pocitacovy program, ktory
skon¢i, ak spravna odpoved’ je ANO - ak je odpovedou NIE, existuje
moznost, Ze program NIKDY neskonci.

¢ jazyky, ktoré nie su RE - neexistuje program, ktory by problém vedel riesit.
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Délezité opakovanie:
Plati:
* Ak je jazyk L rekurzivny, aj jeho doplnok L je rekurzivny.
e Ak je jazyk L rekurzivne vycislitefny a aj jeho doplnok L je rekurzivne
vycislitelny, potom oba jazyky su aj rekurzivne.
Z toho vyplyva:
* Ak je jazyk L RE ale nie je rekurzivny, potom jeho doplnok L neméze byt RE.
e Ak jazyk L nie je RE, potom jeho doplnok L mdze alebo nebyt RE, alebo byt
RE ale nebyt rekurzivny.
Z toho vyplyva, Ze:
 Doplnok Ly, teda jazyk L, = {w | w = (M, x), x ¢ M} nie je RE.
* Doplnok Ly, teda jazyk Ly = {w | w = M, w € L(M)} alebo nie je RE, alebo je
RE ale nie je rekurzivny. Da sa ukazat, Ze spravne je druhd moznost, Ly je
RE ale nie je rekurzivny.
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Redukcia problému P; na P»

e Vieme teda, Ze jazyk Ly nie je rekurzivne vycislitelny (teda problém Ly nie je
rozhodnutefny a zaroven neexistuje TS, ktory by aspon vedel zastavit v
pripade, ze odpoved je ANO).

e Ajazyk L, je rekurzivne vycislitelny, ale nie je rekurzivny (teda problém L,
nie je rozhodnutefny, avsak existuje TS, ktory vie zastavit aspon v pripade, ze
odpoved je ANO).

e Za ich pomoci vieme o dalSich inych jazykoch dokazat, ze tiez alebo nie su
RE, alebo su RE ale nie su rekurzivne.

e Urobime to pomocou tzv. redukcie.
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Idea redukcie Py na Ps

Pre ilustraciu na chvilu uvazujme, Ze nemame len rozhodovacie problémy...
Redukcia problému P; na P, znamena, ze namiesto priameho rieSenia P;
vyrieS§ime P, a z jeho rieSenia ndm potom vyplynie rieSenie problému P;.
Napriklad uvazujme, Ze mame dané 2 Cisla a,b. Nech P; problém je, ze
chceme efektivne vypocitat najmensi spoloény nasobok /cm(a, b).

¢ Ak nevieme priamo efektivne vypocitat lcm(a, b), vieme si pomoct inym
problémom P,: ako efektivne vypocitat najvacsi spoloény delitel gcd(a, b)
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Idea redukcie Py na Ps

Pre gcd(a, b) mame efektivny algoritmus: Euklidov algoritmus.

* Navyse vieme, Ze v matematike plati: lcm(a, b) = g%

Teda namiesto priameho pocitania Icm(a, b) vypoCitame gcd(a, b) a vydelime
ab

gcd(a,b)

Vysledok potom predstavuje hfadanu hodnotu Icm(a, b)

Cize namiesto rie$enia problému P; sme vyriesili problém P, a jeho riesenie
pouzili na rieSenie problému P;.
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Redukcia problému P; na P»

e Uvazujme, Zze mame rozhodovaci problém P; a rozhodovaci problém P-.

¢ Ak existuje algoritmus, ktory dokaze konvertovat kazdu instanciu
problému P; s odpovedou ANO na nejaku instanciu problému P; s
odpovedou ANO, a kazdu instanciu problému P; s odpovedou NIE na
nejaku instanciu problému P s odpovedou NIE, potom hovorime, ze sa
problém P; redukuje na problém P-.
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e To znamenad, Ze ukazeme, Ze problém P. je aspon tak tazky, ako problém
P;.

e Z toho logicky vyplyva, ze ak by sme vedeli rieSit P, potom by sme museli
vediet’ riesit aj P;.

¢ A naopak, ak vieme, Zze P; je nerozhodnutelny problém, potom aj P, musi
byt taktiez nerozhodnutelny problém.

* Respektive, ak vieme, ze P; nie je v mnozine RE jazykov (teda pren
neexistuje TS), potom aj P, musi byt mimo mnozinu RE jazykov (teda ani
pren nemoéze existovat TS).
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Priklad

Uvazujme napriklad nasledovné 2 problémy:

® Py: VypiSe program Q so vstupom y ako prvych 12 znakov na obrazovku
hello, world?

e P,: Zavola program R so vstupom z poc€as svojho behu funkciu foo ?
Len pripominam, Zze sme si ukazali pred 2 tyzdnhami, Zze problém P; je
nerozhodnutelny, t.j. prislusny jazyk nie je rekurzivny.
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InStanciou problému P; je teda nejaky zdrojovy kdéd Q so vstupom y. Dany kod
alebo vypiSe ako prvych 12 znakov na obrazovku hello, world, alebo
nevypiSe. Uvazujme nasledovny algoritmus:

1. Ak program Q obsahuje funkciu s menom foo, tak zmen jej meno a jej
volania na iné.

2. Pridaj do programu novu prazdnu funkciu foo.
3. Pridaj do programu sledovanie vypisanych znakov. Ak zisti§, Ze prvych 12
znakov na vypise je hello, world, zavolaj novo pridanu funkciu foo.
Tento novy program, ktory sme vytvorili z programu Q oznaéme ako R. Nech
vstup programu R bude rovnaky, ako vstup Q, t.j. z = y.

15/70



Redukcia problému
0000000000000 0e00000000000000000000000000000

e Je zrejmé, Ze v programe R dbjde k volaniu funkcie foo prave vtedy, ked v
programe Q dojde k tomu, Ze sa na vypise ako prvych 12 znakov zjavi
hello, world.

¢ Teda kazdy program, ktory ako prvy vypis vypiSe hello, world sada
previest na nejaky program, ktory vola foo, a zaroven kazdy program, ktory
nevypiSe ako prvy vypis hello, world sa da previest na nejaky program,
ktory nikdy nevola foo.

¢ Nasli sme teda algoritmus, ktory kazdu inStanciu hello, world problému
P; prevedie na inStanciu foo problému P, s rovhakou odpovedou.

¢ Teda sme nasli redukciu problému P; na problém P-.
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Predpokladajme, ze by sme vedeli rozhodnut’ problém P> - teda pre Fubovolny
program by sme vedeli s istotou rozhodnut’, ¢i dbjde k volaniu funkcie foo alebo
nie, teda mali by sme algoritmus, ktory riesi (rozhoduje) P»
e Ak by sme dany rozhodovaci algoritmus aplikovali na tie programy, ktoré
vznikli z in§tancii hello, world problému postupom zo slajdu €. 15, potom

by sme vedeli rozhodnut €¢i dochadza / nedochadza k vypisu hello,
world!

¢ Teda, ak by sme vedeli algoritmicky rozhodnut problém P, vedeli by sme s
istotou rozhodnut problém P;.
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e O probléme P; vSak vieme, Ze sa neda algoritmicky rozhodnut’, Ci
dochadza k ako prvému vypisu Kk vypisu hello, world!

¢ A teda sa logicky neméze dat ani rozhodnut, €i program vola funkciu foo,
teda problém P; je rovnako algoritmicky nerozhodnutelny!
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Redukcia P; na P>

Na obrazku je znazornené, ako dochadza ku algoritmickej konverzii inStancii
problému P; na instancie problému P» s rovnakou odpovedou:

yes
yes
no

no

A 5}

Figure: Redukcia Py na P», [1] 19/70
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Len opakujem - a z obrazka je to rovnako zrejmé, Ze pri redukcii indtancii problému
P; na inStancie problému P» s rovnakou odpoved'ou dochadza k tomu, ze:
* Kazdu instanciu P; s odpovedou ANO konvertujeme na nejaku instanciu
problému P, s odpovedou ANO
e Kazdu instanciu P, s odpovedou NIE konvertujeme na nejaku instanciu
problému P, s odpovedou NIE
V&imnite si v obrazku, Ze tie indtancie P, s odpovedou (ANO/NIE), na ktoré sme

konvertovali inStancie problému P; mézu tvorit len podmnozinu vSetkych
instancii P». To je dévod, pre ktory hovorime, ze P, je aspon tak tazké ako P;.
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Totizto:

1. Instancie P; su vSetky mozné zdrojové kédy -,c”:ast’ z nich, ktoré vypisuje
hello, world ako prvy vypis ma odpoved ANO, ostatné maju odpoved
NIE.

2. Instancie P» su vSetky mozné zdrojové kody - Gast z nich, ktora vola foo ma
odpoved ANO, ostatné maju odpoved’ NIE.

3. InStancie Ps, ktoré vznikli redukciou z P4 su len podmnozina vSetkych
zdrojovych kédov v P» - to je dané napriklad tym, Ze samotna funkcia foo,
ktord sme tam rucne vyrobili, ni¢ nerobi, teda jej kod je prazdny.

21/70



Redukcia problému
000000000000 00000000e00000000000000000000000

e Samotnd redukcia intancii Py na inStancie P, musi byt vykonatelna
pomocou nejakého algoritmu, t.j. redukciu instancii Py na P, si vieme
predstavit’ ako Turingov stroj, ktorému na pasku zapiSeme instanciu P; a
tento TS vzdy zastavi s tym, Zze na paske zostane inStancia P..

* V naSom priklade to znamenalo upravit zdrojovy kéd programu Q na iny
zdrojovy kod programu R - tato Uprava sa da vzdy urobit v kone¢nom Case,
teda naozaj Slo o algoritmus (TS, ktory vzdy zastavi).
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Doélezita veta

Na zaklade uvedeného plati nasledovna veta:
Veta
Nech existuje redukcia problému Py na problém P,. Potom
1. Ak problém P; je nerozhodnutelny, potom aj problém P» je nerozhodnutelny.
2. Ak problém Py nie je rekurzivne vycislitelny, potom aj problém P» nie je
rekurzivne vycislitelny.
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Dokaz

Nech existuje redukcia problému P; na P». To znamen4, Ze existuje nasledovné:

instance

Construct

= 1‘5’2 ves
instance

no

Figure: Redukcia Py na P» [1]

Stvorec "construct” predstavuje spominany algoritmus, ktory kazdu ingtanciu P;

prevedie na nejaku indtanciu P»- s rovnakou odpovedou.
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Predpokladajme, Ze P; je nerozhodnutelny.

1. Vezmeme inStanciu w problému P; a prevedieme ju na inStanciu x problému

2. Ak vieme rozhodovat problém P, tak aj je ogpoved’ pre intanciu x ANO,
potom aj pre problém w musi byt odpoved ANO (lebo redukcia zachovava
odpovede).

3. Ak je odpoved pre x NIE, potom aj pre w musi byt odpoved’ NIE.

4. To znamena, Ze rozhodovac pre problém P, vieme pouzit v kombinacii s
redukciou z Py na P, pre rozhodovanie problému P; - €o je v spore s tym,
ze predpokladame, ze P; je nerozhodnutelny!

Preto ak P; je nerozhodnutelny a existuje redukcia z Py na P, potom aj P> musi
byt nerozhodnutelny!
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Predpokladajme, ze P nie je RE, .. neexistuje TS, ktory by vedel pre instancie
w problému P; s odpovedou ANO tuto odpoved vratit v kone¢nom Case.

1. Vezmeme inStanciu w problému P; a prevedieme ju na inStanciu x problému
P>.

2. Ak by bol problém P, rekurzivne vyéislitql’ny, tak existuje TS, ktory by pre
inStancie x problému P, vratit odpoved’ ANO v konecnom Case pre tie x,
ktoré maju odpoved ANO.

3. To v8ak znamend, Ze ak w prevedieme na x a pre x vieme zistit odpoved' v
koneCnom Case, aj pre w vieme zistit odpoved ANO v kone¢nom Case.

4. Teda TS pre problém P, s redukciou z Py na P> ndm dokopy tvoria TS pre
problém Py, €o je v spore s tym, Ze predpokladame, ze TS pre P,
neexistuje.

Preto ak P; nie je rekurzivne vycislitefny a existuje redukcia z P; na P,, potom an
P> neméze byt RE!
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2 dolezité jazyky Le, Lne

e Minuly tyzden sme si ukazali, Zze kazdy binarny retazec w vieme
konvertovat’ na nejaky Turingov stroj M;.

e Zaroven vieme, Ze kazdy Turingov stroj m6ze akceptovat’ nejaké retazce.

¢ Polozme si otazku, ¢i L(M;) = (). To znamena zaujima nas, Ci je jazyk
akceptovany Turingovym strojom prazdny - t.j. situacia, ze TS neakceptuje
ni¢ - to mdéze nastat’ alebo tym, Ze TS nema ziadne akceptacné stavy, alebo
tym, Ze su nedosiahnutelné pre fubovolny vstup.

¢ Doplnkovou otazkou je, ¢i L(M;) # (), teda Ci TS akceptuje aspon nejaky (staci
jeden) retazec.
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2 dolezité jazyky Le, Lne

e Mnozinu vSetkych binarnych retazcov, ktoré kéduju také Turingove stroje,
ktoré ni¢ neakceptuju, oznacime ako L.
Le={M|L(M)=0}

e Mnozinu vS§etkych binarnych retazcov, ktoré kéduju také Turingove stroje,
ktoré akceptuju aspon jeden ret'azec, ozna¢ime ako Lpe.
Lne = {M ’ L(M) #= @}

¢ V oboch pripadoch ide o jazyk tvoreny binarnymi retazcami, t.j. nad
abecedou A = {0, 1}.
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Lne je RE jazyk

Najprv si dokazeme nasledovnu vetu:

Veta

Lne je rekurzivne vycislitelny jazyk.

To znamen4, Ze existuje jeden Turingov stroj akceptujuci jazyk Le, ktory dokaze
pre tie retazce, ktoré predstavuju Turingove stroje, ktoré akceptuju aspon jeden
retfazec, v kone¢nom Case vratit odpoved ANO.
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Dokaz

Ak chceme dokazat, ze nejaky jazyk je RE, musime ndjst Turingov stroj M, ktory
ho akceptuije.

1.
2.

Hfadame Turingov stroj M, ktorému na pasku napiSeme binarny retazec.
Tento TS nasledne zisti, ¢i tento binarny retfazec predstavuje kéd takého
Turingovho stroja M;, ktory dokaze akceptovat’ nejaky retazec.

Nas hladany Turingov stroj M bude fungovat ako nedeterministicky Turingov
stroj.

Nedeterministicky si "vygeneruje" nejaky retazec w a otestuje, i M;
akceptuje w - to vie urobit napriklad pomocou Univerzalneho TS U.

Ak M; akceptuje retazec w, tak UTS U vrati pre dvojicu (M;, w) odpoved
ANO.

A teda M zisti, Ze jeho vstup predstavuje taky TS M;, ktory akceptuje aspon 1
retazec.
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Uvedeny TS M :

Guessed
wo T — Accept —T ™ Accept

M for L
ne

Figure: TS M pre akceptaciu Lpe [1]
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Dokaz

e Ak M; naozaj predstavuje taky TS, ktory akceptuje aspon 1 retazec, tak hoci
sa nas TS M sprava nedeterministicky, bude existovat’ vypocet, v ktorom
vygeneruje retfazec w prave taky, ze ho M; bude akceptovat a teda na§ TS M
vrati spravni odpoved ANO.

e V pripade, Ze by M; neakceptovalo nic, tak:

® Ak sa M; zastavi pre vSetky vstupy, aj nasa simulacia v M sa zastavi vzdy.
® Ak sa M; mbze pre nejaké vstupy zacyklit, aj nasa simulacia v M sa mbze
zacyklit.

® Preto v pripade, Ze M; neakceptuje nic, existuje Sanca, ze nd§ TS M nevrati
ziadnu odpoved.

e Jazyk L je teda urcite RE, lebo existuje aspon taky TS, ktory vrati vzdy
korektn( odpoved ANO v koneénom &ase.
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Le nie je rekurzivny jazyk

e Doké&zali sme teda, ze Lne je RE jazyk, pretoze sme nasli taky TS, k,tory pre
vSetky kody Turingovych strojov, ktoré patria do L, vrati odpoved ANO.

e Vieme v8ak najst aj taky TS, ktory by vzdy v koneCnom Case vratil aj korektnu
odpoved NIE?

® Inymi slovami - je jazyk L, rekurzivny a teda rozhodnutelny?

e Dokazeme, ze jazyk Lne nie je rekurzivny, t.j. taky Turingov stroj neexistuje
a jazyk Lpe je nerozhodnutelny.

¢ Dokazeme to prave pomocou redukcie z nerozhodnutelného problému L.
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Redukcia L, na Lpe

Na popis redukcie problému L, na problém L, potrebujeme ukazat, ze:

1. Existuje algoritmus, ktory transformuje vstup (M, w) na kod Turingovho stroja
M’ taky, Zze w € L(M) vtedy a len vtedy, ak L(M') # 0.
2. Teda, e kazdU instanciu problému L, s odpovedou ANO (teda dvojice
(M, w), kde w je taky vstup, ktory TS M akceptuje) vieme previest na nejaku
indtanciu problému Lpe s odpovedou ANO, t.j. TS M, kde L(M') # 0.
3. A naopak, kazdu inStanciu problému L, s odpovedou NIE (teda dvojice
(M, w), kde w je taky vstup, ktory TS M neakceptuje) vieme previest na
nejaku instanciu problému L,e s odpovedou NIE, t.j. TS M, kde L(M') = 0.
Ak sa nam to podari, tak z toho, Ze L, je nerozhodnutelny problém dokazeme, Ze
aj Lpe je nerozhodnutelny problém.
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Redukcia L, na Lpe

Idea redukcie:
¢ Vezmime dvojicu (M, w).
e Uvazujme taky Turingov stroj M, ktory vezme dvojicu (M, w) a spusti jej
simulaciu pomocou Univerzélneho TS. Ak simuldcia zisti, ze w € L(M). tak
potom Turingov stroj M’ akceptuje svoj vlastny vstup (nech je nim Cokolvek).

e To znamena, ze ak w € L(M), potom L(M’) obsahuje nekonecne vela
retazcov, teda L(M') # ()

e Aak w e L(M), potom L(M') = 0.
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Lnhe nie je rekurzivny jazyk

Plati veta:

Veta
Jazyk Lne nie je rekurzivny.
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Dékaz
Dékaz: podfa redukcie L, na Lye. Jej idea bola nacrtnuta na slajde ¢. 35 a je na
obrazku:
wo ™ — ™ Accept —T ™ Accept
X — U
M —
M!

Figure: Redukcia L, na Lpe, [1]
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Dokaz

Aby sme dokazali, Ze existuje redukcia L, na L,e, musime ukazat, Ze sa da
algoritmicky:
e Skonvertovat instancia L, t.j. par (M, w) na instanciu Lpe, t.j. M’, priCom ak
(M,w) € L, tak potom M’ € L,c a ak (M, w) & L, tak potom M’ & Lpe.
e Teda L(M') # () vtedy a len vtedy, ak w € L(M).
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Takyto algoritmus redukcie by prebiehal nasledovne: Uvazuj Turingov stroj M’
ktory vykonava nasledovné:
1. Ignoruje svoj vlastny vstup x a miesto toho ho na paske prepise retazcom,
ktory popisuje nejaky par (M, w).
2. Nésledne zavola v rdmci svojej Cinnosti Univerzalny TS U, na dvojici (M, w) -
t.j. simuluje Cinnost TS M na vstupe w.
3. Ak U akceptuje (M, w), potom M’ vrati ANO.
4. Teda ak U neakceptuje (M, w), potom ani M’ neakceptuije.
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Je zrejmé, Ze pre uvedeny Turingov stroj M’ plati:

* Ak pracuje s parom (M, w) takym, Ze w € L(M), tak potom vzdy skonci svoju
¢innost' s odpovedou ANO. Teda M’ urCite akceptuje nejaké (dokonca vsetky)
retfazce a teda pre (M, w) € L, mame M’ € Lpe.

e Ak pracuje s parom (M, w) takym, ze w ¢ L(M), tak potom sa alebo
nezastavi, alebo zastavi, ale vstup neakceptuje (podfa toho, co vykona U). V
oboch pripadoch v8ak nikdy nevrati ANO a teda neakceptuje ziaden vstup a
pre (M,w) ¢ L, mame M’ & Lpe.

e Z uvedeného vyplyva, ze sme nasli redukciu, ktora pre kazdu instanciu
(M, w) problému L, vrati inStanciu M’ problému L,e s rovnakou odpovedou.

¢ Ateda, ked'ze vieme, ze L, je nerozhodnutel'ny problém, podfa vety zo
slajdu €. 23 vieme, ze aj Lye je tym padom nerozhodnutelny problém.
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Iny pohlad na dékaz

Uvedeny dbékaz sa da preformulovat’ aj nasledovne: na slajde €. 39 je uvedeny
algoritmus, ktory dokéze previest kazdu inStanciu L, na nejaku indtanciu Lpe.
1. Ak by sme predpokladali, ze L, je rozhodnutel'ny problém, tak by sme
mobhli previest par (M, w) na nejaky TS M’ podfa popisu zo slajdu €. 39.
2. Nasledne by sme pre TS M’ zistili, Ci je jeho jazyk prazdny alebo nie.
3. Téato odpoved by nam zaroven rozhodla otazku, ¢i (M, w) ma ta vlastnost,
Zze w € L(M) alebo nie, lebo ak by M’ nemal prazdny jazyk, muselo platit
w € L(M) a ak by M’ mal prazdny jazyk, muselo platit w ¢ M.

4. Teda automaticky by aj L, musel byt rozhodnutefny problém.
My v8ak uz vieme, Ze to je nemozné!!!
6. Preto L,e nem6ze byt rozhodnutelny problém.

o
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A Co jazyk Lg 77?7

Dokazali sme teda 2 dolezité vysledky pre jazyk L,e = {M | L(M) # (}:

e Jazyk L je rekurzivne vycislitefny. (slajd €. 29)

e Jazyk L,e nie je rekurzivny (slajd €. 36).
Kedze jazyk Lo = {M | L(M) = 0} je doplnok jazyka L, tak podla informacii z
minulej prednasky, resp. zo slajdu 7, musi platit, Ze L, nie je rekurzivne
vycislitelny jazyk.
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Plati teda:
VSetky mozné jazyky . Ld Neexistuje TS . Ld
( - - s - I h [ A
Rekurzivne vyéislitelné Lu O Turingove stroje . |_u =
4 N u .
Rekurzivne — TS, ktoré vzdy zastavia — u
Bezkontextové ba | - Le Zasobnikové A ‘Lq L
e
.
» . v,
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Pre pripomenutie

Otazku, Ci je nejaky jazyk L = 0, t.j. prazdny, sme uz riesili pri regularnych a
bezkontextovych jazykoch:

* Pre regularne jazyky je tento problém rozhodnutefny algoritmom, kde
vezmeme DKA A, kde L = L(A) a zistime, Ci je nejaky akceptaCny stav
dosiahnutelny z pociato¢ného.

® Pre bezkontextové jazyky je tento problém rozhodnutelny algoritmom, kde
vezmeme bezkontextovl gramatiku G, kde L = L(G) a zistime, Ci je
pociato€ny neterminal S generujaci symbol.

A teraz sme si ukazali, Ze otazka, Ci je rekurzivne vycislitefny jazyk prazdny, t.j. Ci
L = () nielen, ze nie je rqzhodnutel’né, ale dokonca ani neexistuje TS, ktory by
dokéazal vratit odpoved ANO v kone¢nom Case.
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Délezité!
Uvedomte si rozdiel medzi 2 jazykmi Lpe a Le:
* Pre L, existuje aspon taky postup, ktory vie vratit odpoved ANO v kone¢nom
Case.
e Pre L, dokonca neexistuje postup, ktory by vedel vratit odpoved ANO v
kone€nom Case.
Ako by ste (programatorsky) testovali, i nejaky jazyk (Turingov stroj) akceptuje
nejaké retazce?
¢ Nahodne budem generovat retazce a skusat, Ci ich akceptuje - ak mam
Stastie a trafim taky, ktory tam patri, tak viem s istotou, Ze jazyk patri do Ly -
da sa ukazat, ze existuje inteligentny postup (tzv. interleaving), ako skusat
nahodné retazce tak, ze sa nezacyklim v jednom retazci.
¢ Na to, aby som zistil, ze jazyk je prazdny, by som v§ak musel vediet
(nejako???) ukazat, ze taky retazec neexistuje!!! - o sa urcite neda robit
tak, ze budem skusat’ vSetky vstupy a kazdy by TS neakceptoval - ked'Zze ich
je nekonecne vefla.
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Riceova veta

e Fakt, Ze oba jazyky Le, Lne SU nerozhodnutelné sa da dokazat aj pomocou
tzv. Riceovej vety.

¢ Riceova veta hovori, Ze vSetky netrivialne vlastnosti rekurzivne vycislitefnych
jazykov su nerozhodnutelné.

¢ To znamena, Ze nie je mozné pomocou Turingovho stroja, ktory vzdy zastavi,
rozhodnut &i nejaky rekurzivne vy&islitefny jazyk spifia nejaku netrivialnu
vlastnost.

¢ Ekvivalentne, nie je mozné pomocou Turingovho stroja, ktory vzdy zastavi,
rozpoznavat také binarne ret'azce, ktoré kéduju Turingove stroje, ktorych
akceptované jazyky spifiaji nejaku netrivialnu viastnost.
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Riceova veta

¢ Napriklad, podra Riceovej vety nie je mozné rozhodnut, Ci je rekurzivne
vycislitelny jazyk sucasne aj bezkontextovym jazykom.

¢ Teda ekvivalentne, Ci nejaky Turingov stroj, akceptuje prave taky jazyk, ktory
je sucasne aj bezkontextovym jazykom.
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Co je to "vlastnost" RE jazyka

Uvazujme mnozinu vSetkych rekurzivne vycislitelnych jazykov.

Teda mnozinu vSetkych takych jazykov, ku ktorym sa da zostrojit Turingov
stroj.

Lubovolna podmnozina tychto jazykov sa nazyva viastnost RE jazykov.

T.j. naprikad viastnost’ RE jazykov taka, Ze jazyk je zaroven aj bezkontextovy,
je v tomto zmysle naozaj vlastnostou - a teda by sme uvazovali mnozinu
Lcr = {L | L je bezkontextovy jazyk }. Ekvivalentne

Lerr = {L | existuje ZA P,L = L(P)}.

A podla Riceovej vety neexistuje algoritmus, ktory by vedel v koneCnom Case
rozhodnut, ¢i je zadany rekurzivne vycislitefny jazyk suc¢asne aj
bezkontextovy alebo nie.
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Co je to "vlastnost" RE jazyka

¢ Rovnako aj to, Ci RE jazyk obsahuje aspon nejaky retazec alebo nie, je
taktiez viastnost’ RE jazykov.

e Tj. jazyky Le, Lpe predstavuiju tiez "vlastnosti" RE jazykov.
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Co je to netrividlna vlastnost

Ak je dana taka vlastnost, Ze ju spifiaju alebo vsetky rekurzivne
vycislitelné jazyky, alebo ziaden RE jazyk, potom takuto vlastnost
nazyvame trivialnou vlastnostou.

e \ opac¢nom pripade tato vlastnost nazyvame netrivialnou - t.j. v takom
pripade existuje minimalne jeden RE jazyk, ktory tito vlastnost spina a
minimalne jeden jazyk, ktory tuto vlastnost nesplna.
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Vlastnosti RE jazykov a TS

Kedze typicky RE jazyk je nekone&ny, to, &i spifia nejaku vlastnost nevieme
posudit tak, ze by sme prehladali vSetky jeho retazce.

Pre postdenie toho, & jazyk spifia nejaku vlastnost potrebujeme jeho
kone¢nu reprezentaciu.

Konec¢nou reprezentaciou RE jazyka L je prave Turingov stroj M, ktory ho
akceptuje L = L(M).

Zaroven vieme, ze kazdy Turingov stroj M; vieme popisat koneénym
retazcom w;, ktory ho kéduje.

Preto, ak zistujeme, Ci RE jazyky spifaji nejaku vlastnost, vieme to previest
na otazku, Ci tuto vlastnost splnaju jazyky L(M;) prislusnych Turingovych
strojov.
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Vlastnosti RE jazykov a TS

e Ak P je vlastnost RE jazykov, tak Lp je mnozina kédov Turingovych strojov M;
takych, Zze L(M;) je jazyk s vlastnostou P.

* Preto, ak uvazujeme rozhodnutelnost vlastnosti P, tak sa bavime o
rozhodnutelnosti jazyka Lp.
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Riceova veta

Pre rekurzivne vycislitelné jazyky plati Riceova veta

Veta
Kazda netrividlna viastnost’ rekurzivne vycislitelnych jazykov je nerozhodnutelna.
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Priklad
Uvazujme teda napriklad vSetky rekurzivne vycislitelné jazyky nad abecedou
{0,1} a vlastnost:

e P : L je bezkontextovy jazyk

e Cize Lp = {M | M je TS akceptujlci bezkontextovy jazyk }

¢ |de o netrivialnu vlastnost, pretoze urcite existuje RE jazyk, ktory je
bezkontextovy - napriklad {0"1" | n > 1} a zaroven existuje RE jazyk, ktory
nie je bezkontextovy - napriklad {ww | w € {0, 1}*}.

e Podla Riceovej vety je teda to, Ci je dany RE jazyk zaroven aj bezkontextovy,
nerozhodnutelny problém.

e Znamena to teda, Ze neexistuje jeden Turingov stroj, ktory by dokazal pre
fubovolny RE jazyk (fubovolny TS) povedat, Ci zaroven existuje / neexistuje
zasobnikovy automat (bezkontextova gramatika), ktory akceptuje ten isty
jazyk.
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Dokaz Riceovej vety

Chceme dokazat, Zze kazda netrivialna vlastnost P RE jazykov je
nerozhodnutelna.
Nech teda P je nejaka netrivialna vlastnost RE jazykov. Navyse predpokladajme,
ze prazdny jazyk L = () vlastnost nesplna.
 Ked'ze vlastnost je netrivialna a nespifna ju ani prazdny jazyk, musi exitovat
nejaky neprazdny jazyk L € P, ktory ju splha.
e Nech M, je Turingov stroj tohto jazyka L, teda M, € Lp, L(M;) = L.
e Ukazeme, ze v tomto pripade je urCite L, redukovatelny na Lp, ¢im
dokazeme, Ze Lp je nerozhodnutelny.
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Dékaz Riceovej vety

Redukcia L, na Lp, 0 & P:
° Musime ukazat, ze kazdy par (M, w), kde w € L(M) sa da previest na nejaky
Turingov stroj M, ktorého jazyk L(M’) spliia viastnost P.
* Zaroven, ze kazdy par (M, w), kde w € L(M) sa da previest na nejaky
Turingov stroj M', ktorého jazyk L(M’) nesplna vlastnost P.
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Uvazujme nasledovnu konstrukciu:

Accept
w = M w[l Accept |  Accept
X - ML
e

Figure: Redukcia (M, w) na TS M’, [1]

57/70



Riceova veta
00000000000 0e000000000000

Vysvetlenie:

e TS M’ najprv simuluje ¢innost M pre vstup w. Ak M akceptuje w, tak potom
spracuje svoj vlastny vstup x pomocou TS M, teda M’ zaroven akceptuje
vSetky tie vstupy, ktoré akceptuje M;.

e Ak w € L(M), potom M’ akceptuije jazyk L, ktory spina P, lebo
LM)y=LM)=LeP

e V pripade, Ze M neakceptuje w, potom TS M’ ignoruje vSetky svoje vstupy a
ziaden neakceptuje, teda akceptuje prazdny jazyk.

e Ak w ¢ L(M), potom M’ neakceptuje ziaden retazec - teda akceptuje jazyk 0,
o ktorom predpokladéame, Ze P nespliia, lebo L(M,) =0 & P.
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Zostrojenie Turingovho stroja M’ z dvojice (M, w) je realizovatelné algoritmicky,
pricom Turingov stroj M’ vznikne nasledovne:

1. Simuluje ¢innost M na vstupe w, napriklad pomocou Univerzalneho
Turingovho stroja. VSimnite si, ze (M, w) nie su vstup M', ale predstavuju
napriklad "konstanty" do neho zabudované.

2. V pripade, ze M neakceptuje w, tak M’ svoj vstup ignoruje a nikdy nevrati
ANO, teda ni¢ neakceptuje.

3. V pripade, Ze M akceptuje w, tak M’ simuluje ¢innost M, na svojom realnom
vstupe x. Teda, ak M, akceptuje x, ak M’ akceptuje x a teda L(M.) = L(M').
e Ak (M,w) € Ly, tak M' € Lp.
e Ak (M,w) & Ly, tak M' & Lp.
Teda ide o redukciu L, na Lp. A ked'Zze L, nie je rozhodnutelny problém, ani Lp
nie je rozhodnutelny problém.
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Dokaz

Dokazali sme teda, ze ak je netrivialna vlastnost 7 taka, ze ju nespina prazdny
jazyk, urcite je nerozhodnutelna. Co vSak v pripade, ze ju prazdny jazyk splna?

Nech teda P je nejaka netrivialna vlastnost RE jazykov a predpokladajme, ze
prazdny jazyk L = () vlastnost spina.

e Ak P je netrividlna vlastnost, ktor( zaroven spifia aj prazdny jazyk, potom jej
doplinkova vlastnost' P je tieélnetriviélna vlastnost, ktoru tvori mnozina RE
jazykov, ktoré vlastnost P nesplnaju!

e Teraz by sme, rovnako ako v predoslom pripade, kde prazdny jazyk nespifal
P vedeli dokazat, ze L, je redukovatelny aj na L.

¢ Teda vieme dokéazat, Ze vlastnost P je nerozhodnutelna.
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Dokaz

¢ Ak P je netrivialna nerozhodnutelna vlastnost, tak potom jej prislusny jazyk,
Lz, ktory tvoria tie Turingove stroje, ktoré akceptuju RE jazyky, ktoré vlastnost
P nespifiajd, urite nie je rekurzivny.

* A kedZe Lz nie je rekurzivny, ani jeho doplnok, jazyk L» neméze byt
rekurzivny.

e Teda ani vlastnost P taka, ktorti v tomto pripade spifia ak prazdny jazyk,
nemoze byt rozhodnutelna.
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Dokaz

Podarilo sa nam teda dokazat, ze ak mame F'ubovolnu netrivialnu viastnost’
RE jazykov, tak urcite nie je rozhodnutelna.

Teda sme dokézali Riceovu vetu.
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Vyznam Riceovej vety

e Uvedomte si, ze Riceova veta hovori o tom, Ze netrivialna vlastnost RE
jazykov je nerozhodnutelna - teda ze neexistuje algoritmus, resp. Turingov
stroj, ktory vzdy skonci, ktory by dany jazyk vedel rozhodn(t.

e Avsak nedokaze urcit, ¢i je dany problém rekurzivne vycislitefny - t.j. Ze sice
existuje Turingov stroj, ale len taky, Ze skonCi v koneCnom Case, ak odpoved
je ano - alebo ¢i dany problém nie je vobec rekurzivne vycislitelny - t.j. ze
Turingov stroj neexistuje
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Vyznam Riceovej vety

Riceova veta hovori, Ze vSetky problémy, ktoré sa tykaju vlastnosti jazykov
Turingovych strojov, s nerozhodnutelné.
Medzi takéto problémy patri napriklad:
* Je jazyk akceptovany Turingovym strojom prazdny?
Je jazyk akceptovany Turingovym strojom konecny?
Je jazyk akceptovany TS reguléarny?
Je jazyk akceptovany TS bezkontextovy?
AvSak Riceova veta nehovori, Ze kazdy problém o Turingovych strojoch je
nerozhodnutelny.

Napriklad problémy o Strukture TS rozhodnutelné byt mézu:
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Vyznam Riceovej vety

¢ Rozhodnutelné problémy o Turingovych strojoch:

® Ma Turingov stroj 5 stavov? - vieme rozhodnut, staci sa pozriet, kolko stavov sa
nachadza v prechodoch.

® Ma Turingov stroj 5 prechodov? - vieme rozhodnut, staci sa pozriet, korko
prechodov ma prechodova funkcia

® Existuje taky vstup Turingovho stroja, Ze nan Turingov stroj vykona aspon 5
krokov vypoctu? - vieme rozhodnut tak, ze simulujeme konecny pocet situacii,
kde na paske su vSetky kombinacie 5 symbolov vstupu alebo menej a
sledujeme vSetky mozné spravania po dobu 5 krokov vypoctu.
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Désledky Riceovej vety pre pocitaCové programy

Preco je Riceova veta délezita z praktického hfadiska?
e Kazdy Turingov stroj si vieme predstavit ako nejaky pocitacovy program.
e Spustenie Turingovho stroja s nejakym vstupom si vieme predstavit' ako
spustenie programu s nejakym vstupom.

¢ Vlastnosti Turingovho stroja z hfadiska poctu stavov, poc¢tu prechodov sa
rovnaju syntaktickym vlastnostiam - ekvivalentne napriklad kofko
premennych ma program, kolko vetveni sa fyzicky nachadza v zdrojovom
kdde, a podobne.

e Teda, ako Turingov stroj / pocitaCovy program vyzera
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Désledky Riceovej vety pre pocitaCové programy

Preco je Riceova veta délezita z praktického hfadiska?

e Tvrdenia o jazyku, ktory TS akceptuje sa rovnaju sémantickym
vlastnostiam, t.j. ¢o Turingov stroj vykonava

e Ekvivalentne - ¢o konkrétne vykonava pocitacovy program? Aky vypocet

realizuje? Ako oCakavame, ze sa bude program spravat pre jednotlivé vstupy
z hladiska vystupu?

67/70



Riceova veta
0000000000000 000000000e00

Désledky Riceovej vety pre pocitaCové programy

Riceova veta hovori, Ze akékolvek tvrdenie o spravani Turingovych strojov z
hfadiska toho, ¢o vykonavaju, je nerozhodnutelné.

Analogicky teda akakolvek otazka o spravani pocitaCovych programov je
nerozhodnutelna!

Napriklad otazka: VypiSe pocitaCovy program ako prvy vypis na obrazovku
hello, world je nerozhodnutefna.

Alebo otazka: Zavola pocitaCovy program pocas svojej ¢innosti funkciu foo je
nerozhodnutelna.

Teda neexistuje jeden univerzalny pocitacovy program, ktory by dokazal

spracuvat rézne programy a v kone¢nom ¢ase rozhodnut’ otazky o ich
spravani!
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To je pre tento semester vSetko, d'akujem Vam vSetkym za prejavenu priazen a
zelam vefla Stastia v skiSkovom obdobi.
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