Polynéomy v NTL
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1 Moduly na pracu s polynémami

Na précu s polynémami je mozné v NTL pouzit viacero modulov. Kazdy z nich
maé k dispozicii iné funkcie a je vhodny na pouzitie na iny ucel. Zakladné moduly
ktoré pracuju s polynémami st ZZ X, ZZ pX, ZZ pEX, GF2X o GF2EX.

e Trieda ZZ X implementuje polynomy v ZZ[X], teda polynémy jednej pre-
mennej s celo¢iselnymi koeficientami. Nasobenie polynéomov je implemen-
tované pouzitim 4 roznych algoritmov:

1. klasickym

2. Karatsuba

3. Schoenhage & Strassen - vykonava FFT(Fast Fourier transform) s
modulom, ktoré je "Fermatove &islo"vhodnej vel'kosti. Toto nasobenie
je dobré pre polynomy s velmi velkymi koeficientami a stredného
stupia.

4. CRT/FFT - vykonava FFT s modulom niekolkych malych prvocisel.
Je vhodny pre polynémy so strednymi koeficientami a velmi velkého
stupna.

Vyber algoritmu je heuristicky a nemusi byt vzdy idealny.

Trieda ZZ pX implementuje aritmetiku polynémov modulo p. Tato je
implementovana pouzitim FFT, skombinovanej s CRT(Chinese Remainder
Theorem). Polynomy malého stupiia s nasobené bud pomocou klasického
algoritmu, alebo Karatsubovym algoritmom.

Trieda ZZ pEX reprezentuje polynémy nad ZZ pE, a tak moze byt pou-
7ita napriklad na aritmetiku v GF(p™)[X]. Tam kde to nie je matematicky
potrebné (napr. vypocet GCD), ZZ pE nemusi byt nutne pole.

Trieda GF2X implementuje aritmetiku polynémov modulo 2. Této arite-
metika je implementovana klasickymi postupmi a Karatsubom.

Trieda GF2EX reprezentuje polynémy nad GF2E a tak moze byt pouzita
napr. na aritmetiku v GF(2")[X]. Tam kde to nie je matematicky potrebné
(napr. vypocet ), GF2E nemusi byt nutne pole.

2 Porovnavanie polynémov

Kniznica NTL poskytuje na porovnananie dvoch polynémov dva klasické ope-
ratory == (rovnost), ! = (nerovnost). Dalej existuju funkcie IsZero, a IsOne.
Obe funguju pre vSetky datové typy, ktoré v NTL sluZia na reprezentaciu poly-
noémov

long IsZero(const ZZ_pX& a);
long IsOne(const ZZ_pX& a);

Funkcia IsZero vracia 1, ak st vSetky koeficienty polyému nulové, inak vracia 0.
Funkcia IsOne vracia 1, ak je absolutny ¢len polynému rovny 1 a vSetky ostatné
¢leny st nulové, inak vracia 0.



3 Aritmetika polynémov

3.1 Scitanie polynémov

Na sé¢itanie a odéitanie polyndémov slizia klasické operatory +,—, 4+ =,— =
,++,——. MoZu sa pouzit aj funkcie add, sub,negate. Tieto funkcie sa daji
pouzit, pre vietky datové typy, ktoré v NTL reprezentuja polynémy.

3.1.1 add

void add(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a, const ZZ_pX& b); // x =a + b

Do premennej ZZ pX z, priradi sicet polynémov ZZ pX a + ZZ pX b.

3.1.2 sub

void sub(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a, const ZZ_pX& b); // x =a - b

Do ZZ pX =z, priradi rozdiel polynémov ZZ pX a - ZZ pX b.

3.1.3 negate

void negate(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a); // x = -a

_ pX z, priradi negéciu polynému ZZ pX a.

3.2 Nasobenie polynémov

Na néasobenie polynémov sa pouziva operator x. Na nasobenie a umochovanie
sa pouzivaju aj funkcie mul, sqr, power. Funkcie mul, sqr st dostupné v kazdom
module, ktory pracuje s polyémami. Funkcia power je dostupnéa iba v moduloch
77 pX, ZZ pEX, GF2EX.

3.2.1 mul

void mul (ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a, const ZZ_pX& b); // x = a *x b

Do premennej ZZ pX =z, priradi vysledok nasobenia premennych ZZ pX a *

ZZ _pXb.

3.2.2 sqr

void sqr(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a); // x = a~2

sqr do ZZ_pX x priradi druhtt mocninu ZZ_pX a?.

3.2.3 power

void power(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a, long e); // x = a~e (e >= 0)

Funkcia do premennej ZZ pX x priradi e-tu mocninu ZZ pX a®. Exponent e
musi byt kladny, inak nastane chyba negative exponent.



3.3 Delenie polynémov

Vo vSetkych moduloch je moZné polynémy aj delit. UmoZnuju to bud klasické
operatory / a %, alebo funkcie div, rem, DivRem. V module ZZX st navySe k
dispozicii aj funkcie content, PrimitivePart, PseudoDivRem, PseudoDiv a Pse-
udoRem

3.3.1 DivRem

void DivRem(GF2X& q, GF2X& r, const GF2X& a, const GF2X& b); // q = a/b, r

Funkcia DivRem do premennej ¢ priradi podiel a/b a do premennej r zvySok
po deleni r%pb.

3.3.2 div

void div(GF2X& q, const GF2X& a, const GF2X& b); // q = a/b
Do ¢ vracia podiel a/b.

3.3.3 rem

void rem(GF2X& r, const GF2X& a, const GF2X& b); // r = a%b

Funkcia rem do premennej ¢ priradi zvySok po deleni a/b teda a mod b.
3.3.4 divide

long divide(GF2X& q, const GF2X& a, const GF2X& b);

Funkcia divide do premennej ¢ priradi 1, ak b deli a, inak priradi 0.

3.3.5 content

void content(ZZ& d, const ZZX& f);
ZZ content(const ZZX& f);

Do d vracia najvacsie ¢islo k, ktoré deli polyném f, teda k/f.

3.3.6 PrimitivePart

void PrimitivePart(ZZX& pp, const ZZX& f);
ZZX PrimitivePart(const ZZX& f);

Do premennej pp vracia f(z)/k, kde k je content f.

3.3.7 PseudoDivRem

void PseudoDivRem(ZZX& q, ZZX& r, const ZZX& a, const ZZX& Db);

Vykona pseudo-delenie: vypoéita ¢, s deg(q) < deg(r), a LeadCoef f(b)(de9(a)—deg(b)+1)

a=b*q + .

a%b



3.3.8 PseudoDiv

void PseudoDiv(ZZX& q, const ZZX& a, const ZZX& b);
ZZX PseudoDiv(const ZZX& a, const ZZX& b);

Rovnaké ako PseudoDivRem ale pocita iba q.

3.3.9 PseudoRem

void PseudoRem(ZZX& r, const ZZX& a, const ZZX& b);
ZZX PseudoRem(const ZZX& a, const ZZX& b);

Rovnaké ako PseudoDivRem ale pocita iba r.

4 Bitové posuny

Vo v8etkych moduloch je moZné pouzivat bitové posuny. MoéZeme na ne pou-
7it klasické operatory >>(RightShift) a << (LeftShift). Takisto st aj defino-
vané funkcie LeftShift a RightShift. LeftShift o n miest znamené nésobenie x™,

RightShift o n miest znamené delenie ™. V moduloch GF2X a GF2EX je
mozné pouzit aj funkciu MulByX.

4.1 LeftShift
void LeftShift(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a, long n);

Do premennej ZZ pX z, priradi Tavy posun premennej ZZ pX z o n miest.
Teda x = a » X™. Napriklad Leftshift(z® +z +1,2) = (27 + 23 + 22).

4.2 RightShift
void RightShift(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a, long n);

Do premennej ZZ pX z, priradi pravy posun premennej ZZ pX z o n miest.
Teda x = a/X"™. Napriklad Rightshift(z® 4+ z + 1,2) = (2?).

4.3 MulByX
void MulByX(GF2X& x, const GF2X& a);

Do premennej GF2X z priradi hodnotu GF2X a, vynasobenu X.

5 GCD

5.1 GCD

Pre polynémy vetkych typov je v NTL mozné hladat najvacsi spoloény delitel.
Je moZné na to pouzit 2 funkcie a to GCD a XGCD. Ak sa nejaky koeficient
zadé zaporny, vezme sa k nemu inverzny prvok.



void GCD(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a, const ZZ_pX& b);
ZZ_pX GCD(const ZZ_pX& a, const ZZ_pX& b);
// x = GCD(a, b), x je vzdy monicky (alebo rovny nule, ak a==b==0).

Funkcia GCD priradi do premennej x GCD(a,b) najvacsi spolocny delitel po-
lynémov a a b.
5.2 XGCD

void XGCD(ZZ_pX& d, ZZ_pX& s, ZZ_pX& t, const ZZ_pX& a, const ZZ_pX& b);
// 4 = gcd(a,b), as+bt=4d

Funkcia GCD priradi do premennej d GCD(a, b) najvaési spolo¢ny delitel po-
lynémov a a b. Do premennych s a t si priradené také polynémy aby platila
rovnost a*s + b*t = d . Ak sa nejaky koeficient zada zaporny, vezme sa k nemu
inverzny prvok.

6 Input / Output

Vsetky triedy umoziiuju vstup a vystup polynoémov. I/O format fa_ 0 a 1 ...
a_ nf, reprezentuje polynoém ag + a1 * X + ... + a, * X™. Na vstupe moze byt
polynom s lubovolnymi celo¢iselnymi koeficientami, ktoré st redukované modulo
p (v pripade GF2 redukované modulo 2).

istream& operator>>(istream& s, ZZ_pX& x);
ostream& operator<<(ostream& s, const ZZ_pX& a);

7 Utility routines

V tejto Gasti sa nachadza niekol'ko uZito¢nych funkeii, ktoré mozu byt potrebné
pri praci s polynémami. St tu obsiahnuté rozne funkcie, ako napr. zistenie
stupha polynoému, zistenie koeficientov, derivacii, alebo vytvaranie monickych
polynémov. Nasledujtuce funkcie st implementované vo vSetkych moduloch.
7.1 Zistenie koeficientov polynému

7.1.1 deg

long deg(const ZZ_pX& a); // return deg(a); deg(0) == -

Funkcia deg vracia stupen polynému.
7.1.2 coeff
const ZZ_p& coeff(const ZZ_pX& a, long i);

Funkcia coeff sa pouziva na zistenie koeficientu polynému na i-tom mieste. Ak
1 < 0 tak vracia 0.



7.1.3 LeadCoeff
const ZZ_p& LeadCoeff(const ZZ_pX& a);

LeadCoeff sa pouziva na zistenie koeficientu vedtaceho prvku.

7.1.4 ConstTerm
const ZZ_p& ConstTerm(const ZZ_pX& a);

Na zistenie absolutneho ¢lena polynomu slazi funkcia ConstTerm.

7.1.5 IsX
long IsX(const ZZ_pX& a); // testuje &i x = X

Funkcia IsX slazi na otestovanie, ¢ je polyném rovny x.

7.2 Nastavenie koeficientov polynému
7.2.1 SetCoeff

void SetCoeff(ZZ_pX& x, long i, const ZZ_p& a);
void SetCoeff(ZZ_pX& x, long i, long a);

Na nastavenie hodnoty polynému z na i-tom mieste na hodnotu a sa pouziva
funkcia SetCoeff. Ak i < 0 tak sa vyvola chyba negative index.

7.2.2 SetX

void SetX(ZZ_pX& x); // x sa nastavi na monomial X

Pomocou funkcie SetX nastavime akykol'vek polynéom na "monomial", teda po-
lyném ktory ma iba jeden koeficient a to pri x rovny 1 a vSetky ostatné sa
rovnaja 0.

7.2.3 reverse

void reverse(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a);

reverse sluzi na priradenie koeficientov polynému v opaénom poradi. z = X 49(@)x
a(l/X).

7.2.4 MakeMonic

void MakeMonic(ZZ_pX& x);

Funkcia MakeMonic vytvori monicky polynom (koeficient pri najvysSom stupni
nastavi na 1). Tato funkcia definovana iba pre ZZ pX a ZZ pEX.

7.3 ostatné

7.3.1 diff

void diff(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a);

Funkcia diff vracia prva deriviciu polynému.
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7.3.2 VectorCopy

void VectorCopy(vec_ZZ_p& x, const ZZ_pX& a, long n);

Funkcia VectorCopy zapiSe do vektoru vybrany pocet koeficientov polynéomu. Ak
sa tento pocet nerovna velkosti polynomu, tak je zvySok bud doplneny nulami,
alebo orezany.

7.3.3 MaxBits
long MaxBits(const ZZX& f);

Funkcia MazBits udava kol'ko bitov je potrebnych na reprezentaciu najvicésicho
koeficientu polynému. Funkcia je k dispozicii iba v triede ZZX.

7.4 Funkcie v GF2X

V module GF2X st definované funkcie weight, GF2XFromBytes, BytesFromGF2X,
NumBits, NumBytes.

7.4.1 weight

long weight(const GF2X& a);

Funkcia weight vracia vahu polynému, teda pocet jeho nenulovych koeficientov.

7.4.2 NumBits, NumBytes

long NumBits(const GF2X& a);
long NumBytes(const GF2X& a);

Funkcia NumBits vracia pocet bitov polynému a NumBytes pocet bytov poly-
nomu. Plati NumBytes = [ Numbits/8].

7.4.3 GF2XFromBytes

void GF2XFromBytes(GF2X& x, const unsigned char *p, long n);
GF2X GF2XFromBytes(const unsigned char *p, long n);

Konverzia bytového vektora na polyném. z=sum(p[i] * X8 i = 0..n-1), kde
bity pfi/ st interpretované ako polyném prirodzenym sposobom (pli] = 1 je
interpretované ako 1, p[i] = 2 je interpretované ako X, p[i] = 3 je interpretované
ako X+1, atd’.). Ak nastane situacia, Ze znak je reprezentovany viac ako 8 bitmi,
berie sa iba 8 bitov najniz§ieho radu.

7.4.4 BytesFromGF2X
void BytesFromGF2X(unsigned char *p, const GF2X& a, long n);
Konverzia polyném na bytovy vektor. p/0..n-1] si vypocitané ako a = sum(pl[i]

X8 = 0..n-1) mod X®**, kde hodnoty pfi/ st interpretované ako polyném
podobne ako v predchadzajucom priklade GF2XFromBytes.
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8 Nahodné polynémy
Vgetky triedy okrem ZZX poskytuju funkcie na generovnanie nahodnych poly-

némov.

8.1 random

void random(ZZ_pX& x, long n); // generate a random polynomial of degree < n

Funkcia random do polynému ZZ pX z priradi ndhodne vygenerovany polyném
stupna < n.

9 Zistovanie funk¢nej hodnoty polynémov a pri-
buzné problémy
Triedy ZZ pX, ZZ pEX a GF2EX poskytuju funkcie na zistovanie funkéne;

hodnoty polynémov, ich interpolaciu podobné problémy.

9.1 BuildFromRoots
void BuildFromRoots(ZZ_pX& x, const vec_ZZ_p& a);

BuildFromRoots z korefiov zadanych vo vektore vec ZZ p a vygeneruje poly-
nom ZZ pX z v tvare (X-af0]) ... (X-a[n-1]), dlzky alength().

9.2 eval

void eval(ZZ_p& b, const ZZ_pX& f, const ZZ_p& a); // b = f(a)

Pomocou eval do premennej b priradime funkénta hodnotu f(a) funkcie f v bode
a.

9.3 interpolate

void interpolate(ZZ_pX& f, const vec_ZZ_p& a, const vec_ZZ_p& b);
// interpoluje polyndém aby platilo f(al[il) = bl[i].

// p musi byt prvoéislo, inak nastane chyba

// division by non-invertible element

Funkcia interpolate do premennej ZZ pX f priradi polyném interpolovany z
vektorov vec_ ZZ p a a vec_ZZ_p b, tak aby platilo f(afi/) = bfi].

10 Aritmetika 2"

Aritmetika x™ a jej funkcie st implementované vo vSetych triedach, ktoré pracuju
s polynémami. V8etky funkcie pracuji s modulom z™ a pozaduju aby n >= 0,
inak nastane chyba bad args.
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10.1 trunc

void trunc(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a, long n); // x =a % X™n

trunc do premennej ZZ pX x priradi polyném, ktory je vysledkom ZZ pX a
modulo X™.

10.2 MulTrunc

void MulTrunc(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a, const ZZ_pX& b, long n);
// x = (axb)%X"n

Pomocou MulTrunc do premennej ZZ pX z priradime polynom, ktory je vy-
sledkom nasobenia ZZ pX a a ZZ pX b modulo X".

10.3 SqrTrunc
void SqrTrunc(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a, long n); // x = a2 % X™n

Funkcia SqrTrunc do premennej ZZ pX z priradi polyném, ktory je vysledkom
druhej mocniny ZZ pX a modulo X™.

10.4 InvTrunc

void InvTrunc(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a, long n);
// polita x = a~{-1} % X"m. Musi mat invertibilny ConstTerm(a) .
// inak nastane chyba division by non-invertible element

Funkcia InvTrunc do premennej ZZ pX z priradi polyném, ktory je inverzny k
vstupnému polynému ZZ pX a modulo X", teda poéita z = a~! mod X™.

11 Modularna aritmetika bez pociato¢nych pod-
mienok

Tato ¢ast obsahuje aritmetiku modulo f. V8etky vstupy a vystupy st polynémy
stupha nizsieho ako deg(f) a zaroven deg(f) > 0. Funkcie st definované pre
vietky triedy, okrem funkcii InvMod a InvModStatus, ktoré nie st definované
pre triedu ZZX. Funkcie st podobné ako v ¢asti 10, v tejto Casti, ale moézeme
pouzit Tubovolny polynom.

Ak chceme robit vela vypoctov s fixnym f, tak pre lepSiu vykonnost pouZi-
jeme datova struktaru ZZ pXModulus a pribuzné funkcie uvedené nizsie.

11.1 MulMod

void MulMod(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a, const ZZ_pX& b, const ZZ_pX& f);
// x=(ax*xDb) I £

Funkcia MulMod do premennej ZZ pX x priradi stéin polynémov ZZ pX a a
ZZ _pX b modulo polyném ZZ pX f.
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11.2 SqrMod
void SqrMod(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a, const ZZ_pX& f); // x = a2 % £

MulMod do premennej ZZ pX x priradi druh@t mocninu polynému Z2Z pX a
modulo polynéom ZZ pX f.

11.3 MulByXMod

void MulByXMod(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a, const ZZ_pX& f); // x = (a * X) mod £

Funkcia MulByXMod nasobi premennt ZZ pX a X a do ZZ pX z priradi
vysledok z = (a * X) modulo f.

11.4 InvMod

void InvMod(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a, const ZZ_pX& f);
// x = a{-1} ) £, ak a nieje invertibilne nastane chyba non-invertible element.

InvMod vracia inverzny polynéom k a modulo f.

11.5 InvModStatus

long InvModStatus(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a, const ZZ_pX& f);

Ak GCD(a,f) = 1 funkcia InuModStatus vracia 0 a nastavi = a~*mod f. Inak
vracia 1 a nastavi z = GCD(a,f).

12 Modularna aritmetika s predvypocitanou in-
formaciou

Ak potrebujeme robit vela vypoctov aritmetického modulo s fixnym f, moZzeme
si vytvorit ZZ pXModulus F pre f. Do ZZ pXModulus F sa ulozi dopredu
vypoditana informacia o f, ¢o urychli nasledovné vypocty. Vacsina funkcii je im-
plementovana pre vSetky moduly okrem ZZX. Konverzie st automatické, takze
77 _pXModulus mdZze byt pouzity vsade, kde ZZ pX a naopak.

12.0.1 build

void build(ZZ_pXModulus& F, const ZZ_pX& f);

Predvypoéita informacie o f a uloZi ich v F na pouZitie pre dalsie vypocty.
Deklaracia ZZ pXModulus F(f) je ekvivalentna s ZZ pXModulus F; build(F,
f)-

12.1 Nasobenie a umocnovanie

V nasledujucich prikladoch je f polynéom dodany do build a n = deg(f)
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12.1.1 MulMod

void MulMod(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a, const ZZ_pX& b, const ZZ_pXModulus& F);
ZZ_pX MulMod(const ZZ_pX& a, const ZZ_pX& b, const ZZ_pXModulus& F);

Do z vracia polyném z = (a * b) mod f a zaroven deg(a), deg(b) < n.

12.1.2 SqrMod

void SqrMod(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a, const ZZ_pXModulus& F);
ZZ_pX SqrMod(const ZZ_pX& a, const ZZ_pXModulus& F);

Do z sa vracia x = a® mod f, deg(a) < n.

12.1.3 PowerMod

void PowerMod(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a, const ZZ& e, const ZZ_pXModulus& F);
ZZ_pX PowerMod(const ZZ_pX& a, const ZZ& e, const ZZ_pXModulus& F);

void PowerMod(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a, long e, const ZZ_pXModulus& F);
ZZ_pX PowerMod(const ZZ_pX& a, long e, const ZZ_pXModulus& F);

Funkcia do = vracia = a® mod f, deg(a) < n, deg(GCD(a,f)) = 1, (e mdZe byt
zaporné), inak vracia chybu bad args.

12.1.4 PowerXMod

void PowerXMod(ZZ_pX& x, const ZZ& e, const ZZ_pXModulus& F);
ZZ_pX PowerXMod(const ZZ& e, const ZZ_pXModulus& F);

void PowerXMod(ZZ_pX& x, long e, const ZZ_pXModulus& F);
ZZ_pX PowerXMod(long e, const ZZ_pXModulus& F);

Vracia x = X¢ mod f (e moze byt zaporné).
void PowerXPlusAMod(ZZ_pX& x, const ZZ_p& a, const ZZ& e,

const ZZ_pXModulus& F);

ZZ_pX PowerXPlusAMod(const ZZ_p& a, const ZZ& e,
const ZZ_pXModulus& F);

void PowerXPlusAMod(ZZ_pX& x, const ZZ_p& a, long e,
const ZZ_pXModulus& F);

ZZ_pX PowerXPlusAMod(const ZZ_p& a, long e,
const ZZ_pXModulus& F);

Funkcia PowerXPlusAMod je definovana iba pre moduly ZZ pX a ZZ pEX.
Do « priradi = (X + a)¢ mod f (e modZe byt zaporné).
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12.2 Delenie a zvysky
12.2.1 rem
void rem(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a, const ZZ_pXModulus& F);

Do x vracia x = a mod f.

12.2.2 DivRem

void DivRem(ZZ_pX& q, ZZ_pX& r, const ZZ_pX& a, const ZZ_pXModulus& F);
// q=a/f, r = alf

Funkcia DivRem vracia ¢=a/f, =a mod f.

12.2.3 div
void div(ZZ_pX& q, const ZZ_pX& a, const ZZ_pXModulus& F);

Pocita x = a div f.

12.3 Ostatné funkcie

Této Cast obsahuje 2 funkcie, ktoré sa dostupné v triede ZZ pX.

12.3.1 build

void build(ZZ_pXMultiplier& B, const ZZ_pX& b, const ZZ_pXModulus& F);

Ak potrebujeme vela krat pocitat a x b mod f je efektivnejsie pouzivat pre b,
77 _pXMultiplier B, ktory predvypocdita informacie o b a ulozi ich v B a zaroven
deg(b) < deg(F). Pracuje podobne ako ZZ pXModulus.

12.3.2 MulMod

void MulMod(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& a, const ZZ_pXMultiplier& B,
const ZZ_pXModulus& F);

Do « priradi = (a * b) mod F; a zaroven deg(a) < deg(F).

13 Modular composition

Modular composition je problém vypoctu g(h) mod f pre polynomy f,g a h. V
kniznici NTL tento problém rie§ime pomocou Brent & Kung algoritmu, ktory
pouzije O(n'/2) nasobeni polynémov a O(n?) skalarnych operacif (n = deg(f)).
Nasledovné funkcie su dostupné vo vSetkych moduloch okrem ZZX.

13.1 CompMod

void CompMod(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& g, const ZZ_pX& h, const ZZ_pXModulus& F);
ZZ_pX CompMod(const ZZ_pX& g, const ZZ_pX& h,
const ZZ_pXModulus& F);

Do « priradi = = g(h) mod f; deg(h) < n.
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13.2 Comp2Mod

void Comp2Mod(ZZ_pX& x1, ZZ_pX& x2, const ZZ_pX& gl, const ZZ_pX& g2,

const ZZ_pX& h, const ZZ_pXModulus& F);

Pocita x; = g;(h) mod f (i=1,2); deg(h) < n

13.3 Comp3Mod

void Comp3Mod(ZZ_pX& x1, ZZ_pX& x2, ZZ_pX& x3,
const ZZ_pX& gl, const ZZ_pX& g2, const ZZ_pX& g3,
const ZZ_pX& h, const ZZ_pXModulus& F);

Funkcia vracia z; = g;(h) mod f (i=1..8); deg(h) < n.

14 Composition s predvypocitanou informaciou

Ak budeme pouzivat jediny polyném h na vypocet s viacerymi polynémami g,
potom by sme si mali vytvorit ZZ pXArgument pre h a néasledne pouZit postup
na kompoziciu uvedeny nizsie. Tento postup vytvori a uloZi h, h?,...h™ mod f.
Po tomto pred-vypocte, zloZenie polynoému stupiia priblizne n s h vyzaduje n/m
néasobeni mod f a n? skalarnych nasobeni. TakZe zvySovanie hodnoty m zvysuje
poziadavky na miesto a ¢as pred-vypoc¢tu, ale znizuje ¢as na kompoziciu.

14.1 build
void build(ZZ_pXArgument& H, const ZZ_pX& h, const ZZ_pXModulus& F,

Predvypoéita informéaciu o h. m>0, deg(h)<n.

14.2 CompMod

void CompMod(ZZ_pX& x, const ZZ_pX& g, const ZZ_pXArgument& H,
const ZZ_pXModulus& F);

ZZ_pX CompMod(const ZZ_pX& g, const ZZ_pXArgument& H,
const ZZ_pXModulus& F);

extern long ZZ_pXArgBound;

Na zadiatku je rovna 0. Ak tato premenni nastavime na hodnotu vaésiu ako 0,
potom sa pri kompozicii alokuje tabulka velkosti priblizne ZZ pXArgBound.
Nastavenie tejto hodnoty ovplyvni vSetky postupy kompozicie, umociovania
a miniméalnych polynémov, ktoré st uvedené niZzSie a nepriamo ovplyvni vela
dalgich postupov v ZZ pXFactoring.
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15 Power projection routines

15.1 project

void project(ZZ_p& x, const ZZ_pVector& a, const ZZ_pX& b);
ZZ_p project(const ZZ_pVector& a, const ZZ_pX& b);

x = skalarny sicin vektorov a a b.

15.2 ProjectPowers
void ProjectPowers(vec_ZZ_p& x, const vec_ZZ_p& a, long Kk,

const ZZ_pX& h, const ZZ_pXModulus& F);

vec_ZZ_p ProjectPowers(const vec_ZZ_p& a, long k,
const ZZ_pX& h, const ZZ_pXModulus& F);

Vypodita vektor (project(a,1), project(a,h), ..., project(a, h*~1 mod f)).

15.3 ProjectPowers
void ProjectPowers(vec_ZZ_p& x, const vec_ZZ_p& a, long k,

const ZZ_pXArgument& H, const ZZ_pXModulus& F);

vec_ZZ_p ProjectPowers(const vec_ZZ_p& a, long k,
const ZZ_pXArgument& H, const ZZ_pXModulus& F);

Rovnaka funkcia ako predoslé, ale pouziva pred-vypoéitany argument ZZ pXArqgument,
¢ize vypocet je rychlejsi.

15.4 UpdateMap

void UpdateMap(vec_ZZ_p& x, const vec_ZZ_p& a,
const ZZ_pXMultiplier& B, const ZZ_pXModulus& F);

vec_ZZ_p UpdateMap(const vec_ZZ_p& a,
const ZZ_pXMultiplier& B, const ZZ_pXModulus& F);

Funkcia vypocita vektor (project(a,b), project(a,(b* X) mod f), ..., project(a,
(bx X"~ mod f)). Pri jej pouziti plati obmedzenie a.length() <= deg(F). Vstup
moZe mat orezané nuly pri vysokom réade, vystup ich bude mat vzdy orezané.

16 Minimalne polynémy
Vsetky tieto funkcie musia byt pouZité s inicializovanym prvocislom p. PouZiva
sa algritmus z [Shoup, J. Symbolic Comp. 17:371-391, 1994] and [Shoup, J.

Symbolic Comp. 20:363-397, 1995], zaloZeny Berlekamp/Massey algoritme.
Funkcie st dostupné vo vSetkych moduloch okrem ZZX.
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16.1 MinPolySeq

void MinPolySeq(ZZ_pX& h, const vec_ZZ_p& a, long m);
ZZ_pX MinPolySeq(const vec_ZZ_p& a, long m);

Funkcia poc¢ita miniméalny polyném postupnosti. Premenna m stanovuje hranicu
velkosti stupiia polynéomu. Zaroven musi platit a.length() >= 2*m.
16.2 ProbMinPolyMod

void ProbMinPolyMod(ZZ_pX& h, const ZZ_pX& g, const ZZ_pXModulus& F, long m);
ZZ_pX ProbMinPolyMod(const ZZ_pX& g, const ZZ_pXModulus& F, long m);

void ProbMinPolyMod(ZZ_pX& h, const ZZ_pX& g, const ZZ_pXModulus& F);
ZZ_pX ProbMinPolyMod(const ZZ_pX& g, const ZZ_pXModulus& F);

Funkcia vypo¢ita monicky minimalny polynoém ak (g mod f)>0. Hranica
na stupeii minimalneho polynému je (m=a). Algoritmus je pravdepodobnostny,
vzdy vracia delitel minimélneho polynému, alebo miniméalny polyném s prav-
depodobnostou (=< m/p).

16.3 MinPolyMod

void MinPolyMod(ZZ_pX& h, const ZZ_pX& g, const ZZ_pXModulus& F, long m);
ZZ_pX MinPolyMod(const ZZ_pX& g, const ZZ_pXModulus& F, long m);

void MinPolyMod(ZZ_pX& h, const ZZ_pX& g, const ZZ_pXModulus& F);
ZZ_pX MinPolyMod(const ZZ_pX& g, const ZZ_pXModulus& F);

Pracuje rovnako a predosla funkcia, ale vracia vzdy minimélny polyném.

16.4 IrredPolyMod

void IrredPolyMod(ZZ_pX& h, const ZZ_pX& g, const ZZ_pXModulus& F, long m);
ZZ_pX IrredPolyMod(const ZZ_pX& g, const ZZ_pXModulus& F, long m);

void IrredPolyMod(ZZ_pX& h, const ZZ_pX& g, const ZZ_pXModulus& F);
ZZ_pX IrredPolyMod(const ZZ_pX& g, const ZZ_pXModulus& F);

Rovnaka funkcia ako MinPolyMod, ale predpoklada, ze f je ireducibilny, alebo
prinajmensom, Ze minimalny polyném polynému g je sam ireducibilny. Algorit-
mus je deterministicky (a vzdy vracia spravny vysledok).

17 Composition a minimalne polynémy

Nasledujice funkcie st implementované v triedach ZZ pEX, GF2EX. Pozaduja
aby bolo definované prvoéislo p, ale ZZ pE nemusi byt pole.
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17.1 CompTower

void CompTower(ZZ_pEX& x, const ZZ_pX& g, const ZZ_pEXArgument& h,
const ZZ_pEXModulus& F);

ZZ_pEX CompTower (const ZZ_pX& g, const ZZ_pEXArgument& h,
const ZZ_pEXModulus& F);

void CompTower(ZZ_pEX& x, const ZZ_pX& g, const ZZ_pEX& h,
const ZZ_pEXModulus& F);

ZZ_pEX CompTower (const ZZ_pX& g, const ZZ_pEX& h,
const ZZ_pEXModulus& F);

x=g(h) mod f.

17.2 ProbMinPolyTower

void ProbMinPolyTower (ZZ_pX& h, const ZZ_pEX& g, const ZZ_pEXModulus& F,
long m);

ZZ_pX ProbMinPolyTower (const ZZ_pEX& g, const ZZ_pEXModulus& F, long m);
void ProbMinPolyTower(ZZ_pX& h, const ZZ_pEX& g, const ZZ_pEXModulus& F);

ZZ_pX ProbMinPolyTower (const ZZ_pEX& g, const ZZ_pEXModulus& F);

Pouziva pravdepodobnostny algoritmus na vypocet minimalneho polynému g
mod f nad ZZ _p. Parameter m je hranica stupfia minimalneho polynému (de-
fault = deg(f) * ZZ pE::degree()). Vo vieobecnosti bude vysledok delitel sku-
to¢ného minimalneho polynéomu. Pre spravne vysledky je potrebné pouzit fun-
kcie MinPoly uvedené nizsie.

17.3 MinPolyTower

void MinPolyTower (ZZ_pX& h, const ZZ_pEX& g, const ZZ_pEXModulus& F, long m);
ZZ_pX MinPolyTower (const ZZ_pEX& g, const ZZ_pEXModulus& F, long m);

void MinPolyTower (ZZ_pX& h, const ZZ_pEX& g, const ZZ_pEXModulus& F);

ZZ_pX MinPolyTower(const ZZ_pEX& g, const ZZ_pEXModulus& F);

Rovnaka ako predchadzajica, ale vysledok je vzdy spravny.

17.4 IrredPolyTower

void IrredPolyTower(ZZ_pX& h, const ZZ_pEX& g, const ZZ_pEXModulus& F, long m);

ZZ_pX IrredPolyTower (const ZZ_pEX& g, const ZZ_pEXModulus& F, long m);
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void IrredPolyTower(ZZ_pX& h, const ZZ_pEX& g, const ZZ_pEXModulus& F);

ZZ_pX IrredPolyTower(const ZZ_pEX& g, const ZZ_pEXModulus& F);

Rovnaka funkcia ako predchadzajtce, ale predpoklada, ze minimélny polyném
je ireducibilny a pouziva mierne rychlejsi deterministicky algoritmus.

18 Stopy , normy a resultant

Funkcie TraceMod a TraceVec je mozné pouZit vo v8etkych triedach pracujacich
s polynémami. NormMod a resultant nie si definované v  GF2X. CharPolyMod
je definované iba v ZZX a ZZ pX. discriminant a MinPolyMod pracuje iba v
triede ZZX.

18.1 TraceMod
void TraceMod(ZZ_pE& x, const ZZ_pEX& a, const ZZ_pEXModulus& F);
ZZ_pE TraceMod(const ZZ_pEX& a, const ZZ_pEXModulus& F);

void TraceMod(ZZ_pE& x, const ZZ_pEX& a, const ZZ_pEX& £);
ZZ_pE TraceMod(const ZZ_pEX& a, const ZZ_pEXModulus& f);

n

Do « priradi = Trace(a mod f); deg(a) < deg(f). Trace(a) = E?;llozp

18.2 TraceVec

void TraceVec(vec_ZZ_pE& S, const ZZ_pEX& f);
vec_ZZ_pE TraceVec(const ZZ_pEX& f);

Do /] priradi Sfi] = Trace(X* mod f), i = 0..deg(f)-1; 0 < deg(f). Horeuvedené
funkcie implemtujt asymptoticky rychly algoritmus hladania stopy z [von zur
Gathen and Shoup, Computational Complexity, 1992]

18.3 NormMod

void NormMod(ZZ_pE& x, const ZZ_pEX& a, const ZZ_pEX& f);
ZZ_pE NormMod(const ZZ_pEX& a, const ZZ_pEX& f);

Do z priradi * = Norm(a mod f); 0 < deg(f), deg(a) < deg(f).Norm(«) =
H;:llapn

18.4 resultant

void resultant(ZZ_pE& x, const ZZ_pEX& a, const ZZ_pEX& b);
ZZ_pE resultant(const ZZ_pEX& a, const ZZ_pEX& b);

Do «x priradi = = resultant(a, b). NormMod a resultant pozaduju aby ZZ pE
bolo pole.
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18.5 CharPolyMod

void CharPolyMod(ZZ_pX& g, const ZZ_pX& a, const ZZ_pX& f);
ZZ_pX CharPolyMod(const ZZ_pX& a, const ZZ_pX& f);

Do g priradi charakteristicky polynom (a mod f); 0<def(f), deg(g)<deg(f). Tato
funkcia pracuje pre lubovolné f. Ak f je ireducibilny je vyhodnejsie pouzit Ir-
redPolyMod a potom umochovat, ak je to potrebné (pretoze v tomto pripade je
CharPoly mocninou IrredPoly.

19 Incremental Chinese remaindering

19.1 CRT

long CRT(ZZX& a, ZZ& prod, const zz_pX& A);
long CRT(ZZX& a, ZZ& prod, const ZZ_pX& A);

Ak p je aktualny zz p/ZZ p modulus pre ktory plati (p, prod) = 1 vypocita
a’ také ze

a’ = a mod prod a zaroven

a’ = A mod p

s koeficientami z intervalu (-p*prod/2, p*prod/2). Nastavi a := a’, prod :=
p*prod a vracia 1, ak sa hodnota a zmenila.

20 Ostatné

Ak f je premenna reprezentujica polynom, tak pri vSetkych datovych typoch,
mozeme k jednotlivym ¢lenom pristupovat pouZitim f.rep. Absolutny ¢len zis-
kame pouzitim f.rep[0] a veduci ¢len je f.rep[f.rep.length()-1], samozrejme okrem
pripadu, ked f.rep.length() == 0. Vedici ¢len polynému je vzdy nenulovy (kym
je polyném nenulovy). MéZzeme volne pristupovat a modifikovat f.rep, ale vzdy
by sme sa mali ubezpecit, Ze veduci ¢len polynému je nenulovy, ¢o mozeme
dosiahnut volanim f.normalize().

Nasledovné operécie st definované pre vsetky triedy pracujtce s polyno-
mami.

20.1 Nastavenie a normalizicia polynému
20.1.1 clear

void clear(ZZ_pX& x)

Funkcia clear prirad{ z=0.

20.1.2 set

void clear(ZZ_pX& x)

Funkcia clear priradi z=1.
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20.1.3 normalize

void ZZ_pX::normalize();

Volanim f.normalize() odtranime vedtice nuly zo zaiatku polynému.
20.1.4 SetMaxLength

void ZZ_pX::SetMaxLength(long n);

Volanim f.SetMaxzLength(n) alokujeme v pre polyném miesto pre n koeficientov.
Polynoém ktory f reprezentuje ostava nezmeneny.

20.2 Konstrukcia a destrukcia
20.2.1 kill
void ZZ_pX::kill();

Volanie f.kill() nastvi f na 0 a uvolni pamét drZanu f.
20.2.2 ZZ pX
ZZ_pX::ZZ_pX(INIT_SIZE_TYPE, long n);

Z7Z pX(INIT SIZE, n) inicializuje polynom rovny 0, ale alokuje miesto pre n
koeficientov.

20.3 zero

static const ZZ_pX& ZZ_pX::zero();
Read - only referencia na 0.

20.4 swap

void swap(ZZ_pX& x, ZZ_pX& y);

Vymeni hodnoty v premennych z a y (zmenou pointerov).
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