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1 Uvod

Této prirucka slizi na obozndmenie sa s faktoriza¢nymi funkciami, ich
podfunckciami a funkciami na testovanie nerozloZitelnosti polynémov v
NTL. NajdoleZitejsie faktorizatné funkcie v NTL sti factor, CanZass a berlekamp.
Faktoriza¢né metédy st komplexné, takZe sa zjednoduSuja na podulohy.
Napr. Faktorizécia s funkciou CanZass sa deli na 3 podulohy, kde na kazdu
podilohu existuje funkcia.

1. Square free faktorizacia
spravi z lubovolného polynému square-free polyném, ¢iZe sa odstrani
mnohonésobnost ireducibilnych faktorov

2. Distinct degree faktorizacia
rozdeli square-free polyném na equal-degree polynémy, ktorych ire-
ducibilné faktory st rovnakého stupnia,

3. Equal degree faktorizacia
faktorizuje square-free polyném, ktorého ireducibilné faktory st rov-
nakého stupnia

Vsetky hore uvedené faktoriza¢né funkcie majt podfunkciu SFFactor, SF-
CanZass, SFBerlekamp, ktoré vyZaduju za vstup square-free polynom 2] inak
sa vystupu nedotkame. A tieto podfunkcie maji dalsie podfunkcie, ktoré
faktorizujt Specifické polynémy Specidlnymi predpokladmi na vstupe. V
pripade nedodrzania tychto predpokladov natrafime na chybové hldsenie,
alebo v horSom pripade sa nedockame vysledku. Vacsina funkcii vyzaduje,
aby vstupny polyném bol monicky. V pripade nesplnenia tejto poZiadavky,
narazime na chybové hlasenie typu: bad args.

2 Uvodné pojmy
e Euklidovska vzdialenost z je rovna: |z| = /2% + ... + 2.

e Primitivny polyném je polyném a,z" + Ap_12" L+ ...+ a1z + ao,
s koeficientami a; € GF(p),a GCD(an,an—1,...,a1,a9) =1

e Monicky polyném je polyném, ktorého koeficient pri najvacsej moc-
nine sa rovna jedne;.

Priklad v GF3: 1x® + 224 + 22 + 1

e Square free polyném je polyném, ktory nema mnohondsobné ire-
ducibilné faktory



Priklad v GF2: 2° + 1 = ((z* + 23 + 2% + = + 1)1) * ((z+ 1)1)

e Equal degree polyném je taky square-free polyném, ktory mad ire-
ducibilné faktory rovnakého stupmia

Priklad v GF2:

4 4

B4’ a2l et 1= (@ e+ D)D) (F 2+ DY

¢ Distinct degree polyném je taky square-free polyném, ktory je sti¢inom
(equal degree) polynémov

Priklad v GF3:
e 2B a2 ol 4 20y 009 42" 2 2 2+ 2=

= (2842’ +2 22242 +2) ) (2 +2 "+ 220+ 205 + 2t 203 202 1))
kde
(252 +2t 4222 +24+2)!) = (2®+222 +2+ 1)) *((2® + 222 +22+2)1)
a
(2¥4z" 42284225 2t 4203 4222 4o+ 1)) = (422 +24+1) D (@t +23+22+1)Y)
st (equal degree polynémy).
e Linedrny faktor je polyném v tvare: (ajz + ag), ktory ma koren v

GF(p)aa; € GF(p)

e Ireducibilny faktorje ireducibilny polyném v tvare: (a,z"+a,_12" 1+
...+ a1z + ap), ktory bol ziskany faktorizaciou,pricom a; € GF'(p)

3 Moduly na faktorizaciu polynémov
Na faktorizaciu polynémov je mozné pouzit nasledovné moduly.

e ZZXFactoring faktorizdcia polynémov s jednou premennou nad
zZZ

e 77 pXFactoring faktorizdcia polynémov s jednou premennou nad
27
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e zz_pXFactoring faktorizdcia polynémov s jednou premennou nad
2z
2

e 77_pEXFactoring faktorizacia polynémov sjednou premennou nad
Z7,E

e zz_pEXFactoring faktorizdcia polynémov sjednou premennou nad
zzpl

e GF2XFactoring faktorizdcia polynémov s jednou premennou nad
GF2

e GF2EXFactoring faktorizdcia polynémov s jednou premennou nad
GF2E

4 ZZ7ZXFactoring

V tomto moduli sd programy, ktoré sltzia na faktorizaciu polynémov v
Z7ZX.

Nevyhnutné hlavicky potrebné na sprdvny chod programov v danom mod-
uli.

#include <NTL/ZZX.h>

#include <NTL/pair_zZzX_long.h>

#include <NTL/pair_ZzXFactoring.h>

//bez tejto hlavidéky program bude vypisovat chybové hlasky

4,1 factor

void factor (Z7z& c,
vec_pair_7zX_long& factors,
const 7zzX& £,
long verbose=0,
long bnd=0);

e Vstupy: polyném f, verbose, bnd

e Vystupy: factors, konstanta c

Vstupny polyném f£ je Iubovoin}’l, c je GCD koeficientov polynému £ a
factors su primitivne a ireducibilné casti faktorizovaného polynému £.
Nenulova hranica bnd, znamend Ze polyném f deli polyném h, ktorého
Euklidovska norma @je ohrani¢end absoltitnou hodnotou 2°"¢ a verbose
je volba, ktord umoziiuje podrobny vypis krokov faktorizacie, ak je nas-
tavend na 1. Dand funcia vyuZiva podfunkcie SFFactor a SquareFreeDecomp.



4.1.1 SFFactor

void SFFactor (vec_Z7ZX& factors,
const zzX& f,
long verbose=0,
long bnd=0) ;

vec_77zX SFFactor (const ZzX& £,
long verbose=0,
long bnd=0);

e Vstupy: polyném f, verbose, bnd

e Vystupy: factors

Vstupny polyném £ musi byt square free, s kladnym veducim koeficien-
tom. Hranica bnd a volba verbose ma podobny vyznam, ako vo
funkcii factor. Vmoduli zz_pXFactoring funkcia SFCanZass pouziva
tato funkciu a funkciu MultiLift, na hladanie faktorov pomocou hrubej
sily.

4.1.2 SquareFreeDecomp

void SquareFreeDecomp (vec_pair_Z7ZX_longé& u, const Z7ZX& f);
const vector (pair_7ZZX_long SquareFreeDecomp (const ZZX& f);

e Vstup: polyném £

e Vystup: u
Téato funkcia vykonava (square-free) rozklad polynému £ s kladnym veddcim
koeficientom. f =[], g, kde u je reprezentované parmi (g;,4). Square-free
delitele vypisuje vzostupne podla ich mocnin i. Square-free delitel ne-
musi, ale moze byt ireducibilny!
Priklad: Nech f je reprezentovana polynémom v zépise:
[0OOO0CO0O1O00O0O0O0OGO0O 4]
potomu (square-free) polyndémy f budt:
[[[1 0O0CO0O0O0OO0O0 4] 11 [[O0O 1] 511
kde ako vidime polynémy
[1 0000O0O0O0 4] a [0 1]

v

st square-free, ale eSte prvy z nich nie je ireducibilny, ¢iZe sa s dal$imi
funkciami bude faktorizovat na:

[[[1 02 02] 1] [[1 0 -2 0 2] 1]



4.2 MultiLift

void MultiLift (vec_Z7ZX& A,
const vec_zz_pX& a,
const zZzX& f, long e,
long verbose=0);

e Vstupy: polyném £, faktory a, verbose, e
e Vystup: A

Pre dany polyném £ mod p, pre ktoré st zname faktory (a mod p), sa

dé pomocou tejto funkcie faktorizovat vo va¢som module (p¢),pricom sa
faktorizdcia £ (a mod p) povysina faktorizaciu £ (A mod p°), kde polyném
f a vSetky polynémy v a st monické.

Priklad: Nech f je reprezentovana polynémom:

[1 00000O0O0O0O0OO0 1]

vektor a, ktory reprezentuje faktory £ modulo p je:

[[1 0OO0O0C1] [1 00010001711

V tomto priklade vektor a bol ziskany faktorizaciou £ modulo 2. A posledny
potrebny parameter e nech je rovné 3. Potom vysledok A z hore uvedenych
parametrov bude:

[[10OO0O0C1] [1 0007000171

Poznamka: Dand funkcia o¢akdva na vstupe vektor a typu zz_p, ¢iZe treba
zadefinovat pole GF (p) prikazom zz p::init (p). Ak sa nezadefinuje,
debugger vrati chybové hlasenie: ZZ_p constructor called while modulus
undefined

4.3 mul

void mul (Z2ZX& x, const vec_pailr_ZZX_longé& a);
27X mul (const vec_pair_ 77X _longé& a);

e Vstup: vectorovy pdr a
e Vystup: polyném x

Funkcia mul sltZi na vypoéitanie sa¢inu polynémov z vektorového paru
a.



5 ZZ pXlzz pX,ZZ pEX,1zz pEX, GF2X,GF2EXFactoring

Moduly: 2Z_pX, zz_pX, ZZ_pEX, zz_pEX, GF2X, GF2EXFactoring

Sahrn: Programy st poskytované na faktorizdciu polynémov nad zz_pX,

zz_pX, ZZ_pEX, zz_pEX, GF2X, GF2EX, a na s riou stvisiace problémy, ako
testovanie nerozloZitelnosti (ireducibility) a vytvéranie nerozloZitelnych polynémov
daného stupiia. V nasledujucich funckidch sa parametre vztahujt na triedu

ZZ pX, ale vietky su pretaZené aj nad uvedenymi triedami tejto sekcie,

kde nie je uvedené inak.

Nasledujtice hlavi¢ky st potrebné pre dané funkcie na spravny chod pro-
gramu.

#include <NTL/#*.h>

#include <NTL/pair_=*_long.h>

#include <NTL/xFactoring.h>

\\x méZe byt ZZ_pX,zz_pX,ZZ_pEX, zz_pEX, GF2EX

5.1 FindRoots

void FindRoots (vec_Z77Z_pé& x, const ZZ_pX& f);
vec_ZZ_p FindRoots (const ZZ_pX& f);

e Vstup: polyném £
e Vystup: korene vo vektore x

Funkcia FindRoots vracia korene reducibilného polynému £, pricom sa
predpokladd, Ze ak je stupria n, potom ma aj n koreriov. Dand funkcia v
GF2X nie je definovan4, ale v 27 _pX s volbou p = 2 je mozné pracovat ako
v GF2X.

Poznamka: Ked je vstupny polyném ireducibilny, alebo méa ireducibilny
faktor, tak sa vysledku nedockame.
5.2 FindRoot

void FindRoot (ZZ_pé& root, const ZZ_pX& f);
Z27_p FindRoot (const ZZ_pX& f);

e Vstup: polyném £
e Vystup: koren root

Néjde jeden koreni polynému £, pri predpoklade, Ze f je monicky, ktory
ma aspon jeden linedrny faktor. Ak nema ani jeden, potom sa vysledku
nedockame.



5.3 berlekamp

void berlekamp (vec_pair_ZZ_pX_ long& factors,
const Z7Z_pX& f,
long verbose=0);

e Vstupy: polyném f, verbose

e Vystup: vektorovy par factors s mocninami ireducibilnych fak-
torov

Berlekampov algoritmus vracia faktory polynému f nad hore uvedenymi
triedami, okrem ZZ_pEX, zz_pEX, GF2X, pri predpoklade, Ze f je monicky
polyném. Volba verbose sltZi na vypis postupu faktorizacie v NTL. K
porozumeniu algoritmu néjdi reprezenta¢ny program v materidloch k pred-
metu Ryjchle algoritmy.

Priklad:

Nech £je[100000000000 1] v GF3, potom faktorizovany polyném £
bude mat nasledujtice faktory: [[[2 1 1]3][[2 2 1]3]].

5.3.1 SFBerlekamp

void SFBerlekamp (vec_ZZ_pX& factors,
const ZZ_pXé& £,
long verbose=0);
vec_ZZ_pX SFBerlekamp (const ZZ_pX& f, long verbose=0);

e Vstupy: polyném f, verbose

e Vystup: vektor factors s ireducibilnymi faktormi

Funkcia je podfunkciou berlekamp-a. VyZaduje, aby vstupny polyném
bol square-free, inak neddjde k faktorizacii bez upozornenia chyby.
5.4 CanZass

void CanZass (vec_pair_Z72_pX_long& factors, const ZZ_pX& f,
long verbose=0);
vec_pair_77_pX_long CanZass (const ZZ_pX& f, long verbose=0);

e Vstupy: polyném £, verbose

e Vystup: vektorovy par factors s mocninami ireducibilnych fak-
torov



Funkcia vyuZivajaca funkcie SquareFreeDecomp a SFCanZass vracia ire-
ducibilné faktory s poc¢tom ich vyskytu. Jedinym predpokladom pre tito
funkciu je, aby bol monicky.

Poznamka:
Priklad pre dand funkciu najdes v prikladoch pre moduldrnu aritmetiku.

54.1 SquareFreeDecomp

void SquareFreeDecomp (vec_pair_Z7_pX_long& u,
const Z7Z_pX& f);
vec_pair_77_pX_long SquareFreeDecomp (const Z7Z_pX& f);

Této funkcia vykondva (square-free) rozklad polynému £ s kladnym vedtcim
koeficientom. f = [, ¢, kde u je reprezentované parmi (g;,4). Square-free
delitele vypisuje vzostupne podla ich mocnin i. Square-free delitel ne-
musi, ale mdze byt ireducibilny!

5.4.2 SFCanZass

void SFCanZass (vec_Z77Z_pX& factors,
const ZZ_pX& £,
long verbose=0);
vec_ZZ_pX SFCanZass (const ZZ_pX& f,long verbose=0);

e Vstupy: polyném £, verbose

e Vystup: vektor factors s ireducibilnymi faktormi

Predpokladany polyném f je monicky a (square free). SFCanZass funk-
cia pouzitim Cantor-Zassenhausovej metddy, ktord vyuZziva dalej uvedené
funcie NewDDF a EDF vracia zoznam ireducibilnych faktorov polynému
f.

¢ DDF(Distinct Degree Factorization)?|

void NewDDF (vec_pair_ZZ_pX_long& factors,
const Z7Z_pX& f,
const ZZ_pX& h,
long verbose=0) ;

vec_pair_ 7Z_pX_long NewDDF (const Z7Z_pX& f,

const ZZ_pX& h,
long verbose=0);
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- Vstupy: polyném £, verbose
polyném h sa vyzaduje tiez ako vstup, ale sa vypocitava po
zadani polynému £

- Vystup: (equal-degree) factors sich stupfiami
Pre vstupny monicky polyném £, faktorizuje na (equal-degree)2]polynémy.
Je vyuzitelna nad triedami tejto sekcie okrem nad triedou GF2X. Ro-
zlozené faktory st uloZené do zoznamu v tvare (g, d), kde g st (equal-

degree) faktory polynému f so stupriami d, ktory je stupriom vsetkych
ireducibilnych polynémov v jednotlivych (equal-degree) faktoroch.

V zozname st obsiahnuté len netrividlne (equal-degree) faktory polynému
f. (tj. ak g!=1). Pre polyném h sa prepokladd, ze pri ZZ_pX a zz_pX
sarovnd 2’ mod f pri ZZ_pEX a zz pEX sarovnd pZ4-plicardinality()

. , GF2::degree
mod f a pri GF2EX sa rovna x2 0 mod f.

Priklad v GF3: Nech f je reprezentovana polynémom:
o'+ 22" + 2+ 22 + 210+ 227 + 27 + 22° + 22° + 27 42
[2 0120201021212 1]
polyném hje 23 mod f
[0 0 0 1]
potom (equal-degree) faktory polynému st:
(2% +2® + 2+ 22° + 2+ 2)
s ireducibilnymi faktormi stuptia 3 a
(28 4+ 27 4225 + 22° + 2t + 223 + 222 + 2 + 1)
s ireducibilnymi faktormi stupmia 4

[[[2120111] 3] [[112212211] 4]1]

Poznamka:

Pri faktorizacii velkych (large) polynémov funkcia pouZiva vonkajsi
stubor na uloZenie medzivypoctov, ktoré sa vymazua po skonceni pro-
gramu. Tieto stibory st uloZené v do¢asnom adresari s ndzvom:
ddf-x-baby-* and ddf-x—-giant-=*

Nastavenim nasledujtcej premennej je mozné nastavit hodnotu (large).

11



extern double ZZ_pXFileThresh
\\poc¢iato&nd hodnota je 256

Vonkajsie stbory sa pouziju len pri prekroteni nastavenej velkosti
premennej ZZ_pXFileThresh.

EDF(Equal Degree Factorization)3|

void EDF (vec_ZZ_pX& factors, const ZZ_pX& £,
const ZZ_pX& h, long d, long verbose=0);

vec_Z7Z_pX EDF (const ZZ_pX& f, const ZZ_pX& h,
long d, long verbose=0);

- Vstupy: polyném £, stupen ired. polynémov d, verbose
polyném h sa vyzaduje tiez ako vstup, ale sa vypocitava po
zadani polynému £

— Vystup: ireducibilné factors so stuptiami d
Predpokladajme polyném £, ktory je monicky, (square free) a (equal-

degree), potom dand funkcia faktorizuje na irreducibilné polynémy
rovnakého stupnia.

Pre polyném h sa prepokladd, Ze pri 272 pX a zz_pX sa rovnd z?
mod f pri ZZ pEX a zz pEX sarovna xZZ-pEicardinality() mod f, pri

2 . L GF2::degree
GF2X sa rovnd 2 mod f a pri GF2EX sa rovn4 z? U mod f.

Této funkcia implementuje algoritmus z ¢lanku:
[von zur Gathen and Shoup, Computational Complexity 2:187-224,
1992].

Priklad v GF3: Nech f je reprezentovand polynémom:
(28 4+ 274225 + 225 + 2t + 203 4+ 222 + 2 + 1)

[112212211]

stupeti d ired. polynémov je 4 a polyném h je 23 mod £

[0 O 0 1]

potom ireducibilné faktory su:

(' + 22+ +1)

12



[1 110 1]

(' + 23 + 22+ 1)
[1 01 1 1]

void RootEDF (vec_ZZ_pX& factors,
const Z7Z_pX& f,
long verbose=0);
vec_Z7Z_pX RootEDF (const ZZ_pX& f, long verbose=0);

- Vstup: polyném £, verbose

— Vystup: korene vo vektore factors
Této funkcia vracia korene (equal-degree) polynémov stupmia d = 1.

Poznamka:
Tieto funkcie pouzivaji moduldrnu aritmetiku. Velkost pamite pozadovanej
tabulky, mo6ze byt nastavené pomocou prislugnej premennej pre dant triedu:

ZZ_pXArgBound (pozri ZZ_pX.txt).
zz_pXArgBound (pozri zz_pX.txt).
27_pEXArgBound (pozri Z7Z_pEX.txt).
zz_pEXArgBound (pozri zz_pEX.txt).
GF2XArgBound (pozri GF2X.txt).
GF2EXArgBound (pozri GF2EX.txt).

5.5 Funkcie a podfunkcie na zistenie ireducibility pre dané triedy

5.5.1 ProblrredTest

long ProbIrredTest (const ZZ_pX& f, long iter=1l);
e Vstup: polyném £, iter
e Vystup: navratova hodnota 0 alebo 1

vykondva rychly pravdepodobnostny test irreducibility v kazdej triede okrem
v triede GF2x. Pravdepodobnost chyby testu je p~*", ak polyném f je roz-
lozitelny. Implementécia algoritmu je z ¢lénku: [Shoup, J. Symbolic Comp.
17:371-391, 1994].

Poznamka: Na presnejsi odhad irreducibility neZz 50% zadaj iter>1.

13



5.5.2 DetlIrredTest

long DetIrredTest (const ZZ_pX& f);
e Vstup: polyném £
e Vystup: navratova hodnota 0 alebo 1

vykonava rekurzivny deterministicky test irreducibility v kazdej triede okrem
v triede GF2x. Rychly aj v najhorsom pripade, ked vstup je irreducibilny.
Implementécia algoritmu je z ¢lanku: [Shoup, J. Symbolic Comp. 17:371-
391, 1994].

5.5.3 IterIrredTest

long IterIrredTest (const ZZ_pX& f);
e Vstup: polyném £
e Vystup: navratova hodnota 0 alebo 1

vykonéva itera¢no-deterministicky test irreducibility na zaklade DDF. Priemerne
rychly test, ked polyném f ma maly faktor.

5.5.4 BuildIrred

void BuildIrred (ZZ_pX& £, long n);
27_pX BuildIrred_ZZ_pX(long n);

e Vstup: zvoleny stupeti n
e Vystup: ireducibilny polyném £
zostroji monicky irreducibilny polyném stupmia n

5.5.5 BuildRandomlIrred

void BuildRandomIrred (ZZ_pX& £, const ZZ_pX& qg);
27_pX BuildRandomIrred (const Z7Z_pX& g);

e Vstup: ireducibilny polyném g
e Vystup: ireducibilny polyném f rovnakého stupnia ako g

Polyném g je monicky irreducibilny polyném, ku ktorému prislusné funk-
cia vygeneruje ndhodny monicky irreducibilny polyném rovnakého stupna.

14



5.5.6 ComputeDegree

long ComputeDegree (const ZZ_pX& h, const ZZ_pXModulusé& F);

e Vstupy: polyném F polyném h sa vyzaduje tiez ako vstup, ale sa
vypoditava po zadani polynému F

e Vystup: navratova hodnota funkcie

Navratova hodnota je deg(f) ak ireducibilné polynémy st r6zneho stuprnia
alebo niektory z nich je mnohonésobny, alebo spolo¢ny stupen ireducibilnych
polynémov, ak kazdy ireducibilny polyném je rézny a zaroveri jedennasobny
rovnakého stupnia.

Funkcia sa nachddza iba v triedach 727 _pX a zz_pX. Na vstupe ocakdva
(equal-degree) 2] polyném a polyném h je reprezentovany, ako h = x* mod

Priklad1:

p: 2
f: [1 00 000 O0O0O0O0O0O0 1]
\\\\\\vedlajgia informdcia\\\\\\\\\\

factors: [[[1 11 4] [[1 1 1] 4]]
R N N N N N N N N R R R R R R RN
h: [0 0 1]

ndvratovad hodnota: 12, lebo faktory su mnohondsobné
a nie su ani rovnakého stupna

Priklad2:

p: 11
f: 100 0000O00O0O0O0 1]
\\\\\\\vedlaj&ia informdcia\\\\\\\\\
factors: [[[10 8 1] 1] [[10 3 1] 11 [[10 5 1] 1]
[[10 2 1] 11 [[10 6 1] 171 [[10 9 171 111
RN N N N N R R N N N N N A R R R R R RN
h: [00000O0O0O0O0O0O0 1]
ndvratovd hodnota: 2, lebo kazdy z faktorov ma rovnaky stupen

5.5.7 ProbComputeDegree

long ProbComputeDegree (const ZZ_pX& h,
const ZZ_pXModulusé& F);
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e Vstupy: polyném F
polyném h sa vyZaduje tieZ ako vstup, ale vypocitava sa
pomocou zadefinovaného pola a polynému F

e Vystup: navratovad hodnota funkcie

Funkcia nachddzajtica sa iba v triedach ZZ_pX a zz_pX je podobnd predoslej
funkcii, pri€om pouziva trochu rychlej$i pravdepobnostny algoritmus.

Navratova hodnota je nula ak ireducibilné polynémy nie st rovnakého
stupnia alebo niektory z nich je mnohonasobny, alebo spolo¢ny stuperi ire-
ducibilnych polynémov, ak kazdy ireducibilny polyném je jedenndsobny
a zaroven rozny.

5.5.8 TraceMap

void TraceMap (Z7Z_pX& w, const ZZ_pXé& a,
long d, const ZZ_pXModulusé& F,
const ZZ_pX& h);

Z27_pX TraceMap (const ZZ_pX& a, long d,
const ZZ_pXModulusé& F,
const ZZ_pX& h);

e Vstupy: polynémy a, F, h a konstanta d
polyném h sa vyzaduje tiez ako vstup, ale sa vypocitava po zadani
polynému F a

e Vystup: polyném w
w=a+al+...+a?" mod f; d >= 0; h = 27 mod f, kde pri (zz_pX a

zz_pX) q je charakteristikou pola GF (q) , pri (2Z2_pEX a zz_pEX) g je kardi-
nalitou pola GF (q) ZZ_pE :: cardinality() a pri GF2EX g je QG F2udegree()

Poznamka: Tato pomocnd funkcia sa pouziva napr. pri pravdepodobnos-
tnom testovani ireducibility polynému vo funkcii ProbIrredTest. Ak
deg(w) <= 0 potom je testovany polyném ireducibilny s pravdeobodob-

nostou v zavislosti od po&tu iterdcii vo funkcii ProbIrredTest. 5.5

Implementéciu algoritmu funkcie pozri v ¢lanku: [von zur Gathen and
Shoup, Computational Complexity 2:187-224,1992].

Priklad 1

Zadaj prvocislo reprezentujuce pole!:
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2 //p
Zadaj polynom f

[1 1 1] //F

Stupen polynomu ’'F’ je: 2 //d = deg(F)

Polynom ’'h’ dje: [1 1] //h = h'p % F
Polynom "a’ je: [1 1] //ndhodne vygenerovany polyndm stupna < n
Polynom ’w’ Jje: //w = a+ta’p+...+ {p"{n-1}} mod F;

[]

Stupen polynomu 'w’ Jje:

-1

Z vysledku funkcie usudzujeme 50 percentnou pravdepodobnostou, Ze polyném
F je ireducibilny, lebo je deg(w) <= 0.

Priklad 2

Zadaj prvocislo reprezentujuce pole!:

2 //p

Zadaj polynom f

[1 0 1] //F

Stupen polynomu 'F’ je: 2 //d = deg(F)

Polynom "h’ je: [1]

Polynom ’a’ dje: [1] //h = h"p %5 F

Polynom ’"w’ Jje: //nédhodne vygenerovany polyndm stupiia < n
[1 1]

Stupen polynomu 'w’ Jje: //w = a+ta"p+...+ {p " {n-1}} mod F;
1

Z vysledku funkcie usudzujeme 50 percentnou pravdepodobnostou, Ze polyné6m
F nie je ireducibilny, lebo deg(w) > 0.

5.5.9 PowerCompose

void PowerCompose (ZZ_pX& w, const ZZ_pX& h,

long d, const ZZ_pXModulusé& F);
Z7_pX PowerCompose (const ZZ_pX& h, long d,

const ZZ_pXModulusé& F);
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e Vstupy: polynémy F, h a konstanta d
polyném h sa vyzaduje tiez ako vstup, ale sa vypocitava po zadani
polynému F

e Vystup: polyném w
w = 27" mod f;d>=0; h = 29mod f, kde kde pri (ZZ_pX a zz_pX) g je

charakteristikou pola GF (q), pri (2Z_pEX a zz_pEX) g je kardinalitou pola
GF (q) ZZ_pE :: cardinality() a pri GF2EX g je 9GF2:degree()

Poznamka: Té4to pomocna funkcia sa pouZiva napr. pri pravdepodob-
nostnom testovani ireducibility polynému vo funkcii Det IrredTest. Ak
w = x, potom testovany polyném F je ireducibilny.

Implementéciu algoritmu funkcie pozri v ¢lanku: [von zur Gathen and
Shoup, Computational Complexity 2:187-224,1992].

Priklad 1:

Zadaj prvocislo reprezentujuce pole!:

2 //p

Zadaj polynom F //F

[1 1 11

Stupen polynomu 'F’ je: 2 //deg (F)

Polynom "h’ je: [1 1] // h = h"{ZZ_p::modulus()} %
Polynom ’'w’ Jje: //w = X" {g"d} mod f

[0 1]

Kedze w = x, polyném F je ireducibilny.
Priklad 2:

Zadaj prvocislo reprezentujuce pole!:
2

Zadaj polynom F

[1 0 1]

Stupen polynomu 'F’ Je: 2

Polynom "h’ je: [1]

Polynom ’'w’ je:
[11]
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Kedze w = 1, polyném F nie je ireducibilny.

6 Pridavné funkcie v triedach ZZ _pEX, 1zz_pEX,GF2EXFactoring

Moduly: Pridavné funkcie na zistenie ireducibility v triedach
Z27Z_pEX, zz_pEX,GF2EXFactoring

Stihrn: V nasledujtcich funckidch sa parametre vztahujt na triedu 27 _pEX,
ale vsetky su prefazené aj nad hore uvedenymi triedami danej sekcie.

6.1 IterComputeDegree

long IterComputeDegree (const ZZ_pEX& h,
const ZZ_pEXModulusé& F);

e Vstupy: polynémyha F
e Vystup: navratovad hodnota funkcie

Névratova hodnota je deg(F) ak ireducibilné polynémy st rdzneho stupnia
alebo niektory z nich je mnohonésobny, alebo spolo¢ny stupen ireducibilnych
polynémov, ak kaZzdy ireducibilny polyném je rézny a zaroven jedennasobny
rovnakého stupiia.

Ugel funkcie je rovnaky, ako napr. funkcie ComputeDegree ale pre
rozsirené polia. V danej funkcii sa od polynému £ o¢akéva, aby bol (equal-
degree) polyném pricom plati, Ze v trieddch(zz_pEX a zz_pEX)

h = gZZ-pBucardinality() mod f a v triede GF2EX h = g2° - eomecV

mod f.

Funkcia pouZiva (baby step/giant step) algoritmus, ktory je pouZity aj vo
funkcii NewDDE.

Priklad 1:

p: 2

P: [1 1 1] //ireducibilny polyndm 2-ho stupia
kardinalita je: 4

Kardinalita je p®9 (P),

F:0[1] [0 1) (1 1) [] [O 1] [] [1]]

polyném F je 2% + (a)z* + (o + 1)2? + (a)z + 1
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factors: [[[[1] (1] (] (1)1 1) [(C(1) (1 1] [] [11] 1]
ktorého faktory st: (23 + 2 + 1) a (23 + (o + 1)z + 1)!
h modulo F: [[] [1 [1 [] [1]]

h mod Fjem4
a nakoniec navratovd hodnota funkcie je 3, ¢o je stupeni ireducibilnych
polynémov polynému F.

Priklad 2:

p: 2

P: [1 1 1] //irreducibilny polyndm 2-ho stuptia

kardinalita je: 4

Kardinalita je p®9(P).

({11 [0 1] [1 1] [1 1] [] [21]1]

polyném F je 2° + (a + 1)z3 + (a + 1)z? + (o) + 1

factors: [[[[0 1] [1]1 11 [([[O 1] [O 1] f[11] 11 [C[C[1 11 [1]]
ktorého faktory st: (z + a)!, (2% + (a)z + a)! a (7 + (o + 1))?

(el 01 01 01 [11]

h mod Fjez?
anakoniec navratovad hodnota funkcie je 5, ¢o je stupen vstupného polynému
F, kedZe ireducibilné faktrory st rézneho stupiia a jeden faktor je viacnasobny.

6.2 RecComputeDegree

long RecComputeDegree (const ZZ_pEX& h,
const ZZ_pEXModulusé& F);

e Vstupy: polynomyha F
e Vystup: navratova hodnota funkcie

V danej funkcii sa od polynému f oc¢akava, aby bol (equal-degree) polyném
pri¢om plati, Ze v trieddch (22 pEX a zz pEX) h = xZZ-PE seardinality() mod
favtriede GF2EX h = g2CTEEEerel od f.

Funkcia vracia spoloény stupeni irreducibilnych faktorov a pouziva rekurzivny
algoritmus podobny algoritmu, ktory je pouzity aj vo funkcii Detlrred Test.
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7 Pridavna funkcia v GF2EXFactoring

Moduly: Pridavna funkcia na zistenie ireducibility v triede GF2EXFactoring

7.1 FrobeniusMap

void FrobeniusMap (GF2EX& h, const GF2EXModulusé& F);
GF2EX FrobeniusMap (const GF2EXModulusé& F);

e Vstup: polyném F
e Vystup: polyném h

Nasledujtca funkcia bud itera¢no-umociiovacou alebo modularnou metédou
N GF2E::degree()
spotita h = X2 mod F.

Modulédrna metdda je vyvinuté prostrednictvom (Kaltofen & Shoup) - (Rychla
polynomicka faktorizacia nad vysoko algebraicky rozsirenymi kone¢nymi
polami, ISAAC 1997). Tato metéda je rychlejsia ako iteraéno-umoctiovacia
met6da, ked stupeit polynému F je velka v porovnani s GF2E :: degree().

Priklad:

P: [1 1 1]

Pijez? +z+1

F 3-ho stupnia: [[0 1] [0 11 [] [1 17]

F 3-ho stupiia: je (a+ 1)z + (a)z + «

monicky F Stvrtého stupna: [[0 1] [0 11 [] [1 11 [11]
monicky F:jez?+ (a+1)2® + (a)z + «

h: [[O0 1] [0 1] [] [1 1]]

ahje (a+1)z3 + (a)z + a.

8 Pridavna funkcia v GF2XFactoring

Moduly: Pridavna funkcia na zistenie ireducibility v triede GF2XFactoring
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8.1 BuildSparselrred

void BuildSparselrred (GF2X& f, long n);
GF2X BuildSparselrred_GF2X (long n);

e Vstup: konstanta n reprezentujuci stupen ired. polynému h
e Vystup: ireducibilny polyném h

Funkcia na vytvorenie monického ireducibilného polynému stuptia n. Z
ireducibilnych trojélennych polynémov v tvare X" + X* + 1 sa vyberie
polyném s minimélnou hodnotou k, alebo z ireducibilnych patélennych
polynémov v tvare X" + X* + X*2 + X% 4 1 sa vyberie polyném s naj-
mensfmi hodnotami &; v poradi od i rovné 3 aZ po i rovné 1. Ked neexistu-
je ani troj¢lenny ani péfclenny ireducibilny polyném, potom sa vygeneruje
nejaky iny pomocou funkcie BuildIrred, aviak sa domnieva aj ked to nie je
dokazané, Ze existuju pre kazdé n > 1. Pre stupeni n <= 2058, polyném
je vytvoreny tabulkovym vyhladavanim v predpotitanej tabulke. Zaob-
starané vystupy pre triedy GF2X a nepriamo pre GF2EX st optimalizované
pomocou funkcie BuildSparselrred.

9 Vizuilny prehlad funkcii v danych okruhoch-poliach

SquareFreeDecomp
MultiLift

SFFactor

|factor

mul

FindRoots

FindRoot

| SFBerlekamp
berlekamp

DDF

NewDDF

EDF

|RootEDF
SFCanZass
iCanZas
ProblrredTest
DetlrredTest
IterlrredTest
Buildirred
BuildRandomlrred
ComputeDegree
ProbComputeDegree
TraceMap
PowerCompose
IterComputeDegree
'RecComputeDegree
FrobeniusMap
BuildSparselrred

10 Podrobnosti implemetacie

Pri faktorizacii polynému sa najprv extrahuje jeho obsah, ktorym dosiah-
neme, aby bol square-free.
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Druhym krokom je pokus o jednoduché rozsekanie (simple hack). Ak je
polyném v tvare g(z'), tak sa poktsime prepisaf na tvar g(k™), kvoli ziskaniu
delitelov 1. Tento krok v niektorych pripadoch znacne uiach(:uje faktor-
iza¢nd tlohu. Nastavenim nasledujtcej premennej na 1/0 je mozné tato
volbu zapntt/vypndt.

extern long ZZXFac_PowerHack;
// pocliato&nd hodnota = 1

Tretim krokom je modularne delenie s nejakymi malymi prvocislami, z
ktorych sa zvoli jedno ako najlep$ie. Nasledujicim prikazom je moZzné nas-
tavit pocet spomenutych malych prvocisel.

extern long ZZXFac_InitNumPrimes;
// pociatoc¢nad hodnota = 7

Stvrtym krokom je zvySenie faktorizdcie z mod p na faktorizdciu mod pF
pre dostato¢ne velké k pomocou kvadratickej Henselovej met6dy zvySenia.

Poslednym krokom je rekombinantna faza. V tejto faze musime zludit
podmnoziny modulérnych faktorov a otestovat, ¢i st faktormi nad &slami.

Uvedieme dve zdkladné metddy:

e metdédu Zassenhausa

e metédu van Hoeij-a

Predvolena metéda Marka van Hoeija je celkom nova, ale je lepsia ako
starSia metéda Zassenhausa. Podrobny popis algoritmu sa nachddza na
domovskej strdnke Marka van Hoeij-a: http:/ /www.openmath.org/ hoeij/

Tento algoritmus nie je velmi 3pecificky, ale vo vieobecnom pribliZent,
velmi dobre pracuje so vietkymi vstupnymi polynémami.

Nastavenim nasledujiicej premennej sa nastavuje volba hore uvedenych
dvoch metéd.

e pri metdéde Zassenhausa sa premennd = 0

e pri metéde van Hoeij-a sa premennd =1

extern long ZZXFac_van_Hoeij;
// poliato&nd hodnota = 1
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Pri Hoeij-ovej metéde premennd power hack je predvolene nastavend,
pokial vypocet nie je velmi ¢asovo naroény.

Zassenhausova metdda je v podstate hladanie hrubou silou s velmi efektivnymi
metédami popisané v ¢lanku:

[J. Abbott, V. Shoup, P. Zimmermann, (Factoring in Z[x]: the searching
phase), ISSAC 2000].

Tieto heuristiky st zna¢ne effektivne a lahko si poradia aj s 40-imi mod-
ularnymi faktormi, ¢o je ovela viac v porovnani so Zassenhausovou metédou.

Spravanie tychto heuristik je mozné nastavif pomocou nasledujtcich globélnych
premennych.

extern long ZZXFac_MaxNumPrimes;
// pociato&nd hodnota = 50

Pocas rekombinacnej fazy faktorizécie, ak je priebeh pomaly, obcas sa ziska
viac informadcii s faktorizaciou modulo iné prvoécislo. Tato informaécia je
pouZivand na vyskrtnutie stupiiov potencidlnych faktorov. Tato hodnota
ohranicuje celkovy pocet prvocisel modulo ktorymi je polyném £ faktori-
zovany.

extern long ZZXFac_MaxPrune;
// poliato&nd hodnota = 10

Faza rekombindcie na zniZenie prehladavacieho priestoru pouZziva stratégiu
podobajticu sa na stratégiu “stretnutie v strede”. Tato stratégia pre mnoZstvo
polynémov, ale nie pre vietky je schopna zniZit vypoctovy ¢as.

Ked t = ZZX Fac_MaxPrune, potom vypottovy &as sa zniZi priblizne na
2!, pri¢om vypis zaberie najviac ¢+ (2! ~!) bytov paméte. Treba poznamenat,
Ze tato premennd je prispdsobend hornej hranici t, ktortt moze faktorizaény
algoritmus zniZit z r6znych dovodov.
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