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Organizacia predmetu
o0

Organizacia semestra

Prednas$ajaci: Ing. Viliam Hromada, PhD., C 510,
viliam.hromada@stuba.sk

Cviciaci: Ing. Viliam Hromada, PhD., C 510

https://uim.fei.stuba.sk/predmet/i-afj/
e Cez semester: 4 zadania, kazdé za 10 bodov.

Podmienkou (predpokladom) pre vykonanie skusky je potreba ziskat
minimalne 20 bodov zo zadani.

Na zaver 60 bodova skuska.
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Literatura

¢ Prednasky: Dedera, L.: PoCitaCové jazyky a ich spracovanie.

e Cvicenia: Hromada, V.: Zbierka rieSenych tloh z predmetu Automaty a
formalne jazyky (zdarma v AlSe / na webe AFJ)
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Motivacia

RozliSujeme 2 zdkladné typy jazykov (v zmysle "prostriedkov na
dorozumievanie") - prirodzené a umelé (formalne).

Prirodzeny jazyk je jazyk, ktory prechadza prirodzenym (historickym)
vyvojom, Standardne ide o jazyky, ktorymi sa dorozumievaju fudia medzi
sebou (slovensky jazyk, anglicky jazyk, ...)

Umely (formalny) jazyk je jazyk so Specifickou aplikaciou, ktorého pravidla su
vopred jasne stanovené, Standardne sem patria napr. programovacie jazyky.
Aj prirodzené, aj formalne jazyky maju svoju syntax, t.j. pravidla vytvarania
"gramaticky spravnych" viet.
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Motivacia

Umelé (formalne) jazyky su spravidla navrhnuté za ur€itym ciefom - napriklad
programovacie jazyky ufahcuju "prikazovanie" ¢innosti pocitacu.

Aby vS8ak pocita¢ "rozumel" nejakej vete, napisanej vo formalnom jazyku
(napriklad programu v jazyku C), musia byt stanovené (a vo vete dodrzané)
pravidla pre gramaticky korekiné vety v danom jazyku.

T.j. musim definovat’ nejaku vetnu konstrukciu, ktoru budeme pouzivat na
komunikaciu.

Na zaklade tejto konstrukcie potom dochadza k spracovaniu vety ako z
hlfadiska jej Struktary (syntaxe), tak aj vyznamu (sémantiky).

Aplikacii toho, o ¢om je tento predmet, je 000000000000000Vela viac...
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Motivacia

¢ Ciefom tohto predmetu je poskytnat Vam zakladné znalosti z oblasti
spracovania formalnych (umelych, pocitaovych) jazykov.

e Znalosti su vyuzitelné pri spracovani fubovolnych Strukturovanych dat, ked’ze
zdrojovy kéd nejakéhp programu je len Specialny pripad Struktdrovanych dat -
textového retazca splnajuceho syntax programovacieho jazyka.

e Zaved'me si teraz niekolko zakladnych pojmov, ktoré vychadzaju z analégie s
prirodzenymi jazykmi - aby sme si vytvorili s po¢itacom "spolo¢ny jazyk",
najprv sa musime dohodnut, z akych symbolov sa budu vébec skladat’ slova,
vety, ktorymi budeme komunikovat'.
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Uvodné pojmy

Definicia
Abeceda je konecna neprazdna mnoZina prvkov, ktoré sa nazyvaju symboly.

Priklady abecedy:
e {a,b,c .., 2z} tj. malé pismenda anglickej abecedy,
e {a,b,c ..,z A B,C, .., Z},tj. malé a velké pismena anglickej abecedy,
e {0,1,..., 9}, 1. Cislice,
e { begin, end, =, +, (,), ;, id, konst } - tzv. lexikalne elementy
programovacieho jazyka. V tomto pripade je begin povazované za 1 symbol,
nie za postupnost 5 symbolov!
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Definicia

Nech A je abeceda. Potom fubovolnu konecnu postupnost’ symbolov z abecedy A
nazyvame rqt’azcom (slovom, vetou) nad abecedou A. Pocet symbolov v retazci x
nazyvame dlzkou ret'azca a oznacujeme |x|.

Napriklad:
e A={a,b,c,...,z}. Ak x = mama, potom |x| = 4.
e A={a,b,c,...,z}. Ak x = Mama, potom x nie je retazec nad abecedou A,
pretoze obsahuje symbol M, ktory nie je z abecedy A.

e A={0,1,...,9}. Ak x = 11, potom |x| = 2.
e A={begin, end, =, +, (,), ;, id, konst }. Ak x = beginid;end potom |x| = 4
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Dalsie pojmy
e Retazec s nulovou dizkou sa nazyva prazdny retazec, oznaduje sa ¢, || = 0.
* Nech x = ay...ap je retazec nad abecedou A. Potom obrateny ret'azec k
retazcu x je retazec x7 = ap...ay.
e Nech u = ay...aja v = by...b, st retazce nad abecedou A. Potom zret'azenie
retazcov u a v je retazec u - v (skratene uv), u-v = ay...a;by...bx.
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Priklady

e Nech A= {a,b,c,d,e}. Ak x = abeceda, potom x” = adeceba.
x| = |xB| = 7.

e NechA={a,b,c,...,z}. Ak x = kobylamamalybok, potom
xf = kobylamamalybok.

e Nech A= {a,b}. Ak u= aa, v = bb, potom uv = aabb, uu = aaaa,
vu = bbaa, vv = bbbb. |u| = 2, |uu| = 2|u| = 4.

e Nech A={a,b}. Ak u= aa,v = ¢, potom uv = aas = aa,
lul=2,]v| =0,|uv| =2
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Dalsie definicie:
e Nech x je retazec a i > 0 je prirodzené &islo. Potom retazec x’ = xx...x je
i
retazec, ktory predstavuje i-nasobné zretazenie retazca x za sebou, x° = .
* AK x, y,z su 3 retazce, potom x je predpona, y podretazec a z pripona
retazca xyz.

e Symbol A* oznacuje mnozinu vSetkych retazcov nad abecedou A a symbol
AT oznacuje mnozinu vSetkych neprazdnych ret'azcov nad abecedou A.

12/45



Zakladné pojmy
000000000 e000000000O0O00O000000000O0O000000

Priklady
e A={ab,c}. x=ab
e x0=¢|x° =0.
* x2 = abab, |x?| = 2|x| = 4.
* x3 = ababab, |x3| = 3|x| = 6.
e A={a,b,c}. Retazec abc ma:
® Predpony: {¢, a, ab, abc}
® Pripony: {e, c, bc, abc}
® Podretazce: {¢, a, b, c, ab, bc, abc}
e A={a,b,c}. A*={e,a,b,c,aa,ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc, aaa, ...}
e A={ab,c}. At ={a,b,c,aa,ab,ac, ba,bb, bc, ca, cb, cc, aaa, ...}
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Definicia
Nech A je abeceda. Potom fubovolnu podmnoZinu L mnoZiny A* nazyvame
(formalnym) jazykom nad abecedou A. Ak L = (), potom L nazyvame prazdnym

jazykom, ak L obsahuje konecny pocet retazcov, potom L nazyvame konecnym
jazykom.
Nech L, Ly, L, su jazyky. Potom:

e zretazenim L; a L, nazyvame jazyk LiL, = {xy|x € Li ANy € Ly},

e doplnkom L nazyvame jazyk L¢ = A* — L,

¢ n-tou mocninou jazyka L nazyvame jazyk L" definovany takto:

° [0 ={e}.
° Lk+1 — LLk_
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Nech L je jazyk. Potom:
e iteraciou jazyka L nazyvame jazyk L* = | J;2, L",
e pozitivhou iteraciou jazyka L nazyvame jazyk LT = [J;2 L".

Zrejme plati, ze: L* = LT U {e}.
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Priklad: Nech A = {a, b, c} je abeceda; nech Ly = {b, c}, L, = {aa, ba, ca} su
(konec&né) jazyky nad abecedou A. Potom:

e [yL, = {baa, bba, bca, caa, cba, cca},

e [,L{ ={aab, aac, bab, bac, cab, cac},

. 9= (s

o Ll =1,

e [2=1L4Ly = {bb,bc,cb,cc}

° L? = L4 L? = {bbb, bbc, bcb, bcc, cbb, cbe, ccb, ccc}
* [7={e,b,c,bb,bc,cb,cc, bbb, ...},

e LT ={b,c,bb,bc,cb,cc,bbb,..},

° L1C = {e,a,aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc, aaa, ...}
e LS ={e,ab,c,ab,ac, bb,bc,cb,cc, aaa,...}.
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Abeceda, retazce, jazyky

V8imnite si, akym spésobom sme v definiciach postupovali:
1. Definovali sme mnozinu symbolov (abecedu)
2. Definovali sme postupnost symbolov (retazec)
3. Definovali sme mnozinu retazcov (jazyk)
Analogicky v prirodzenom jazyku (napr. slovencine)
1. Slovenska abeceda ma 46 pismen (bez rozliSovania malych a velkych)

2. Slova (vety) v slovenskom jazyku graficky pozostavaju z tychto pismen (a
pripadnych znamienok, Ciarok, atd’.)

3. "Slovensky jazyk" pozostava zo zmysluplnych slov, pripadne viet.
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Programovacie jazyky

UvaZzujme predchadzajuce definicie v kontexte programovacich jazykov:

¢ Abeceda je mnoZina vSetkych elementov, z ktorych sa méze skladat’ zdrojovy
kod (kfucoveé slova, operatory, separatory, identifikatory, konstanty,...).

e Z tychto symbolov vytvarame retazce - teda potencialne zdrojové kddy.

¢ V pripade programovacich jazykov je jazykom mnozina vSetkych takych
zdrojovych kédov, ktorym pocita¢ "rozumie", t.j. dokaze ich spracovat’ (napr.
prekladom do iného jazyka alebo interpretovanim).

* Zakladnym kritériom toho, i je retazec "zrozumitefny" z hfadiska pouzitého
programovacieho jazyka je, ¢i splfia sadu pravidiel vytvarania programov, tzv.
syntax.
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Preto teda, ak sa bavime o programovacom jazyku ako o prostriedku
"dorozumievania" s poc¢itacom, resp. prikazovaniu pocitacu, o ma robit,
mo6zeme hovorit' o "jazyku" ako 0 mnozine platnych retazcov, ktorym pocitac
"rozumie", pretoze splnaju nejaku preddefinovanu Struktiru (syntax).

Pocitac totizto na zaklade tejto Struktiry (syntaxe) vykonava spracovanie
programu (kompilaciu/interpretaciu).

V pripade programovacich jazykov je teda jazyk mnozina vSetkych
syntakticky platnych programov. Ako vSak pocitac zisti, ¢i danému
programu (retazcu symbolov) rozumie, teda ¢i dany program patri do jazyka?

Jedna moznost by bola mat niekde zoznam vsetkych platnych zdrojovych
kodov spinajucich syntax a nasledne ho len porovnat so zadanym...
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NieCo kompaktnejsie

Popis jazyka ako mnoziny vSetkych retazcov nie je vzdy vhodny.

Co ak je jazyk nekonegny?

® [ epsie je popisat, ako vyzeraju slova (vety) z jazyka.

Napr. v pripade zdrojovych kddov je lepSi popis cez pripustné "tvary”
zdrojakov, nez cez vymenovanie vSetkych pripustnych moznosti...
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Motivaény priklad

Predstavme si velmi jednoduchy "programovaci" jazyk s nasledujucou syntaxou:

e Kazdy program tvori postupnost prikazov uzatvorena medzi kfu¢ové slova

begin a end.

e Postupnost prikazov méze obsahovat prikaz ukonCeny bodkociarkou ";" za

ktorou méze nasledovat d'alSia postupnost’ prikazov.

¢ Postupnost prikazov méze byt prazdna.

e Kazdy prikaz pozostava z jediného kfu€ového slova - bud p1 alebo p2.
Abecedu (t.j. mnozinu pripustnych symbolov), z ktorej budeme tvorit "vety" (t.].
programy) bude tvorit mnozina lexikalnych elementov - kfu¢ové slova begin, end,
p1, p2 a separator ;. Tieto symboly, z ktorych pozostava vysledny program,
nazveme terminalne symboly.
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Motivaény priklad

Uvedenu syntax by sme mohli schematicky zapisat nasledovne:
1. <program> — begin <postupnost prikazov> end
2. <postupnost prikazov> — <prikaz> ; <postupnost prikazov>
3. <postupnost prikazov> — ¢
4. <prikaz> — p1
5. <prikaz> — p2

Mame vlastne definovanych 5 réznych pravidiel pre tvorbu korektnych programov.
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Motivaény priklad

Vezmime uvedené pravidla a skisme pomocou nich zostrojit nieto, &o ich spifa...

* Vieme, Ze chceme vytvorit nejaky <programs>. Ten je d'alej definovany
pomocou pravidla €. 1: <program> =- begin<postupnost prikazov>end

¢ Ked'Ze <postupnost prikazov> je d'alej definovand napriklad pomocou
pravidla €. 2, tak by sme mohli urobit’:
<program> =- begin<postupnost prikazov>end =
begin<prikaz>;<postupnost prikazov>end

e <prikaz> je blizSie definovany pomocou pravidla 4, resp. 5 ako p1, resp. p2.
Uvazujme, Ze ho definujeme ako p1:
<program> =- begin<postupnost prikazov>end =
begin<prikaz>;<postupnost prikazov>end =
begin p1;<postupnost prikazov>end
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(pokraCovanie)

¢ A predpokladajme, ze zvySna postupnost prikazov je prazdna (t.j. pravidlo ¢.
3): <program> = begin<postupnost prikazov>end =
begin<prikaz>;<postupnost prikazov>end =
begin p1;<postupnost prikazov>end = begin p1; end

* Pomocou nami definovanych pravidiel sme teda zostrojili retazec z
terminalnych symbolov: begin p1 ; end

¢ Tento retazec urcCite spl'r"la uvedenych 5 pravidiel - pretoze bol podla nich
vytvoreny. Teda by splial syntax nasho programovacieho jazyka.
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Podobnym spésobom vieme definovat aj pravidla pre vytvaranie inych jazykov.

Vyrazy medzi znakmi "<" a ">" neboli suc¢astou findlneho programu, avSak
pomahali nam lepSie definovat’ Strukturu (syntax). Nazyvame ich neterminalne
symboly.

Neterminalny symbol <program> ma Specialny vyznam - definuje celkovy vysledok
(v na8om pripade program), resp. sa z neho odvadzal vysledny program - tzv.
zacCiatocny symbol.

VSimnite si, ako sme pouzivali pravidla! Vzdy sme retazec z Favej strany
nejakého pravidla nahradili pravou stranou toho istého pravidla.

Samotna gramatika urCuje len syntax jazyka, t.j. Struktiru pripustnych retazcov
(viet). Ich vyznam urcuje sémantika.
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Gramatiky

Definicia
Gramatika je usporiadana Stvorica G = (N, T, P, S), kde:
e N je konec¢na neprazdna mnoZina neterminalnych symbolov (alebo
neterminalov),

e T je konecna mnoZzina terminalnych symbolov (alebo terminalov), pricom
NNT=0,

e S e N je zaciatocny (Startovaci) symbol gramatiky a

* P je mnoZina (prepisovacich) pravidiel, ktora je konec¢nou podmnoZinou
mnoZiny (NU T)*N(NU T)* x (NU T)*.

Prazdny retazec ¢ nepatri ani medzi terminalne, ani medzi neterminalne symboly
gramatiky.
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Priklad gramatiky: Usporiadana Stvorica G = (N, T, P, S), kde:
* Mnozina neterminalov N = {<program>, <postupnost prikazov>, <prikaz>}
¢ Mnozina termindlov T = {begin,end, p1,p2,; }
e PociatoCny neterminal S = <program>
¢ Pravidla P:

1. <program> — begin <postupnost prikazov> end
<postupnost prikazov> — <prikaz> ; <postupnost’ prikazov>
<postupnost prikazov> — ¢

<prikaz> — p1

<prikaz> — p2

apON

27/45



Zakladné pojmy
0000000000000 000000O0O0000e0000000000000

Pri zapise pravidiel, ktoré maju rovnaku favua stranu (retazec symbolov gramatiky
pred Sipkou) mbézeme pouzivat skrateny zapis, kde zIlG¢ime pravé strany a
oddelime ich zvislou Ciarou. V predchadzajucom priklade by sme tak zIUGg€ili
pravidla €. 2 a 3 a pravidla ¢. 4 a 5:

® <program> — begin <postupnost’ prikazov> end.

e <postupnost prikazov> — <prikaz> ; <postupnost’ prikazov> | ¢

* <prikaz> — p1 | p2
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Derivacie retazcov

e Okrem toho, ze pravidla gramatik nam sluzia ako z&pis Struktary toho, ¢o
gramatika popisuje, ndm mozu sluzit aj na vytvaranie retfazcov terminalnych
symbolov, ktoré prislusnua Struktiru splnaja.

® Proces, v ktorom pomocou pravidiel gramatiky vytvarame retazce terminalov,
nazyvame derivacia.
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Definicia

Nech G = (N, T, P, S) je gramatika. Relaciou krok odvodenia (alebo relacia
derivacie) = nazyvame relaciu definovanu na mnozine (N U T)* (tj. terminélov a
neterminalov) nasledovnym spésobom:

afy = ady
ak v P existuje pravidlo 3 — 4, pricom «.,v,6 € (NUT)*ap e (NUT)*"N(NU T)*.
(Citaj: z retazca a3y je mozné priamo odvodit/derivovat retazec ad~y).

Inverzna relacia ku kroku odvodenia (derivacie) sa nazyva redukcia. Relacia krok
odvodenia formalizuje aplikaciu prepisovacieho pravidla.
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Definicia

Nech G= (N, T,P,S) je gramatikaaa; € (NUT)* prei =0,1,...k. Potom
hovorime, Ze retazec oy sa da odvodit z retazca aqg (na k krokov), ak plati, Ze
aj = aj g prei=0,1,.. k—1.

Postupnost retazcov ag = a1 = ... = ak Sa nazyva odvodenie/derivacia
retazca oy z retazca ag. Zapisujeme og =" ay. Cislo k nazyvame diZka
odvodenia.

Trividlne plati, Ze kazdy retfazec « € (N U T)* sa da odvodit z o na 0 krokov.
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Definicia
Nech G= (N, T, P,S) je gramatika. Potom:
e tranzitivnym uzaverom reldcie krok odvodenia nazyvame relaciu =+
definovanu na mnoZine (N U T)* nasledovne:
a =71 B prave vtedy, ked existuje n > 1 také, Ze o =" 3 a
¢ reflexivnym a tranzitivnym uzaverom relacie krok odvodenia relaciu =*
definovanu:
a =* (3 prave vtedy, ked’ existuje n > 0 také, Ze a =" 3,
pricoma, 5 € (NUT)*.
T.j. v pripade tranzitivneho uzaveru su «, 5 v relacii, ak sa da odvodit 3 z a na
min. 1 krok. V pripade reflexivneho a tranzitivneho uzaveru pripustame aj
odvodenie na 0 krokov.
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Priklad: Uvazujme gramatiku G= (N, T, P, S), N = {S,<PP>,<P>},
T ={b,e,p1,p2,;}:
e S — b<PP>e
® <PP> — <P>;<PP> | ¢
e <P>— p1|p2
Potom:
1. <P> = p1
<P> # p1 p1 pl
<P>; <PP> = p1; <PP>
<PP> = <P>; <PP> = p1;<PP> = p1;¢
<PP> =3 p1;
S = b<PP>e = b<P>;<PP>e =* b p1;e
S=*bpl;e
S="bpl;e
S #A* b p1 e (t). bez bodkoCiarky za p1)

© N Ok WD
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Definicia

Nech G = (N, T, P, S) je gramatika. Potom kazdy retazec o € (N U T)*, ktory
moZno odvodit zo zaciatocného neterminalu S gramatiky G, sa nazyva vetna
forma;

Formalne, « je vetna forma prave vtedy, ked' S =* a.
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Jazyk generovany gramatikou

Definicia
Nech G = (N, T, P, S) je gramatika. Potom jazykom generovanym gramatikou
G nazyvame mnoZinu:

L(G)={w|S="w,we T}

Retazec patriaci do daného jazyka sa nazyva slovo alebo veta jazyka.
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Priklad gramatiky: V pripade nasej gramatiky:
1. <program> — begin <postupnost prikazov> end
2. <postupnost prikazov> — <prikaz> ; <postupnost prikazov>
3. <postupnost prikazov> — ¢
4. <prikaz> — p1
5. <prikaz> — p2

je teda jazyk generovany gramatikou L(G) mnozina takych "programov", ktoré
zacinaju kfucovym slovom begin, koncia kfuCovym slovom end a medzi nimi sa
alebo nenachadza ni¢, alebo sa tam nachadzaju prikazy p1 alebo p2, vzdy
ukoncené bodkociarkou.
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Jazyk generovany gramatikou

Uvedomte si 2 veci z hlfadiska vztahu gramatiky G a jazyka L(G), ktory generuje:
e Kazdé slovo, ktoré gramatika generuje, patri do L(G)! (z definicie)
e Kazdé slovo z mnoziny L(G) ma v gramatike odvodenie! (t.j. existuje
postupnost aplikacie pravidiel, ktord z pociatocného neterminalu odvodi dané
slovo)
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Priklad: Uvazujme nasledovnu gramatiku: G = ({S, A}, {0, 1}, P, S), kde pravidla
P:

S —0A

A—0A|1A|0O
Skusme zistit, ¢i nasledovné retazce patria do jazyka generovaného gramatikou
G, t.j. Ci patria do L(G):
£,0,1,00,01,10, 11

Na zaklade pravidiel teda uz tuSime, Ze do L(G) patria len tie retazce, ktoré
zacinaju a koncia nulou, medzi ktorymi méze byt Fubovolna postupnost z0 a
1.
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Jazyk -> Gramatika

e Castou tlohou je tloha, kde je zadany jazyk L nad nejakou abecedou A,
L C A* aje potrebné ndjst gramatiku G, ktora dany jazyk generuije, t.].
L(G) = L.

* Tu si je potrebné uvedomit’ 2 veci:

® Kazdé slovo z jazyka L musi mat’ v gramatike G odvodenie, t.j. L C L(G).

e Kazdé slovo, ktoré gramatika G generuje musi zaroven patrit do jazyka L, t.].
L(G) C L.
® Ak su splnené podmienky L C L(G) a L(G) C L, potom L(G) = L.
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Priklad: Hfadajme gramatiku G ku zadanému jazyku L. Nech jazyk L tvoria také
retfazce zo symbolov {a, b}, v ktorych je parny pocet pismen a.

RieSenie (jedno z mnohych spravnych!!l): G = ({S, A}, {a, b}, P, S), kde pravidla
P:
S— Sb|e| Aa
A— Sa| Ab
Pri overeni spravnosti rieSenia si musime vzdy polozit tieto 2 otazky:
1. Ma kazdy retfazec x € L v gramatike G derivaciu, teda x € L(G) ? Ak ano,
potom L C L(G).
2. Plati pre kazdy retazec, ktory ma v gramatike G derivaciu, y € L(G), ze patri
do zadaného jazyka L, teda y € L? Ak &no, potom L(G) C L.
3. Ak plati L C L(G) A L(G) C L, tak potom L = L(G).
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Ekvivalencia gramatik

Definicia
Gramatiky Gy, G> sa nazyvaju ekvivalentné gramatiky, ak pre jazyky, ktoré
generuju, plati vztah L(Gy) = L(Go).
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Klasifikacie gramatik (Chomsky)

Definicia
Nech G= (N, T, P,S) je gramatika. Potom hovorime, Ze gramatika G je:
® regularna (typu 3), ak kazdé prepisovacie pravidlo z P ma jeden z tvarov
A— uBaleboA— w,kdeAABc N, ucTtaweTH
e bezkontextova (typu 2), ak kaZzdé prepisovacie pravidlo z P ma tvar A — «,
kdeAe N,ac (NUT)*,
e kontextova (typu 1), ak kaZzdé prepisovacie pravidlo z P ma tvar o« — 3, kde
ae (NUT*N(NUT)*,Be(NUT)" aplati |a| <|8|,

e frazova (typu 0), ak sa na tvar prepisovacich pravidiel nekladu Ziadne
obmedzenia.
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Ked'ze kazda gramatika G generuje nejaki mnozinu L(G), tak podla typov

gramatiky rozliSujeme aj typy jazykov.

Definicia

Jazyk nazyvame (postupne) regularny, bezkontextovy, alebo

rekurzivne vycislitelny, ak ho moZno generovat regularnou, bezkontextovou,
alebo frazovou gramatikou.
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Chomského hierarchia formalnych jazykov

recursively enumerable

context-sensitive

context-free
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Zhrnutie

Abeceda = retazce = jazyk
Gramatika, derivacia slova v gramatike.

Specifikacia jazyka gramatikou.
Rbézne typy gramatik.
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