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Regularne jazyky
@000

Regularne jazyky

¢ Pre pripomenutie, jazyk je regularny, ak ho generuje regularna gramatika.
e G=(N,T,P,S) je gramatika.
e A— xB,

A—w,

ABeNxeTT we T~

G je regularna.

¢ Hoci sa javia obmedzene, postacuju na popis zakladnych symbolov

programovacich jazykov - identifikatory, konstanty, kfiCové slova, separatory.

e Kazdy kone€ny jazyk je regularny (preco?).
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Priklad: G, = ({S,A, B}, {f,i,n,t},P,S).

S—IA

A—f|nB

Bt
L(Gy) = {if,int}.

Nedeterministické KA
0000000

Vztah medzi DKA a NKA
000000000000000000000
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Ekvivalentne: G, = ({S},{f,i,n,t},P,S).
S —if
S —int

L(G)) = {if,int} = L(G).




Regularne jazyky
[eJe]e] ]

Priklad: G, = ({S, A, B}, {+,—,0,1,2,...,9}, P, S).
S—+A|-A|1B|2B|...|0]1]...]|9
A—=1B|2B|..|0]1]...]9
B—0B|1B|...|0]|1]...]9

L(G») tvoria vSetky celoCiselné konstanty (pripadne so znamienkom) bez

bezvyznamnych nul zlava.
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Generativna Specifikacia jazyka

Gramatiky predstavuju generativny spdsob Specifikacie jazykov.

Pre fubovolny retazec x nad nejakou abecedou A, x € A*, vieme uvazovat, Ci
ho gramatika G generuje alebo nie, teda &i patri do jazyka generovaného
gramatikou, x € L(G), alebo nie, x ¢ L(G).

Ak teda vieme pre jazyk L C A* ngjst gramatiku G taku, ze L = L(G), podarilo
sa nam Specifikovat jazyk L generativne pomocou nejakej gramatiky G.

Pre kazdy retazec x € L potom bude existovat derivaciav G, x € L(G) a
zaroven kazdy retazec x ¢ L nebude mat derivaciuv G, x ¢ L(G).
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Akceptacna Specifikacia jazyka

Alternativne mbézeme uvazovat nasledovny sposob Specifikacie jazyka.
Uvazujme nejaké vypoctové zariadenie, ktorého vstup méze byt fubovolny
retfazec.

Toto zariadenie tento retfazec spracuje (napr. precita kazdy jeho symbol) a v
kone¢nom &ase jeho vystup predstavuje jedna z dvoch hodn6t: akceptujem /
neakceptujem.

Na zaklade tohto vystupu zariadenia potom hovorime, Ze akceptuje /
neakceptuje vstupny refazec.

Takéto zariadenie teda ma nejaku mnozinu retazcov, pre ktoré vrati odpoved
akceptujem a pre ostatné retazce vracia odpoved neakceptujem.
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Deterministické kone¢né automaty

e Zakladnym vypoctovym zariadenim, ktoré dokaze akceptovat/neakceptovat
vstupné retazce je tzv. koneény automat.

e Konecné automaty predstavuju jeden z akceptaénych spdsobov Specifikacie
jazykov.
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Deterministické kone¢né automaty

Konec¢ny automat ako vypoctové zariadenie obsahuje viacero obmedzeni:

e Vstupny retazec dokaze spracovat (Citat) od prvého po posledny symbol,
pricom po kazdom precitanom symbole sa presiva na dalsi a k skér
precitanym symbolom sa nevie vratit.

e Konecny automat nema k dispozicii ziadnu pamét, do ktorej by vedel ukladat
nejaké data (na rozdiel od napr. bezného pocitaca).
e Konec€ny automat data zo vstupu len Cita, nevie ich prepisovat'.
Konec¢ny automat teda Cita vstupny retazec symbol za symbolom, pri€om sa po
kazdom precitanom symbole vstupu vzdy nachadza v nejakom stave, pricom

vSetkych moznych stavov je konecne vela. Tieto stavy predstavuju jediny "typ
pamate" KA.
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High-tech obrazok KA

Vstupna paska

Konefnostavova
riadiaca jednotka
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Definicia
Deterministicky konec¢ny automat (DKA) je usporiadana pética
M= (Q,%,4,qo, F), kde:
* Q je konecna mnoZina stavov automatu,
® Y je konecna mnozZina pripustnych vstupnych symbolov automatu,
® § je prechodova funkcia automatu, § : Q x © — Q,
® (o je pociatocny stav automatu, qg € Q,
* F je mnoZina akceptacnych stavov automatu, F C Q.
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Konecny automat (d'alej len KA)

Vstupom KA je paska so vstupnym slovom, zloZzeného zo symbolov ¥.
Automat zacina svoju ¢innost v stave qp.

Automat vzdy "vidi" jeden symbol zo vstupnej pasky. Ten precita svojou
¢itacou hlavou a na zaklade aktualneho stavu a hodnoty symbolu podia
prechodovej funkcie prejde do nasledujluceho stavu.

Nasledne sa posuva Citacia hlava na d'al$i symbol vstupnej pasky. Posun pri
Citani spat na predchadzajuce symboly vstupného slova nie je mozny.

Ak automat po precitani celého vstupného slova skonéi v akceptaénom stave,
vstupné slovo akceptuje. Inak slovo neakceptuje.
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¢ Na popis ¢innosti, resp. spracovania nejakého vstupu koneCnym automatom
pouzivame tzv. konfiguracie.

¢ Konfiguracia KA je spdsob zachytenia informécie o tom, v akom stave sa
aktualne koneCny automat nachadza a aka je nespracovana (neprecitana)
cast’ vstupného ret'azca.
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Konfiguracia KA

Definicia
Nech M = (Q, %, 0, qo, F) je koneCny automat. Potom:
® usporiadanu dvojicu (q, w) € Q x ¥* nazyvame konfiguraciou konecného
automatu M.
e Konfiguraciu (qo, w), kde w je cely vstupny retazec, nazyvame zaciato¢nou
konfiguraciou automatu M,
e konfiguraciu (q, <), kde g € F, nazyvame akceptujucou konfiguraciou
automatu M.

Konfiguraciu teda definuje aktualny stav automatu a neprecitana Cast' vstupného
slova.
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Prechody KA

Definicia

Nech M = (Q, %, 4, qo, F) je deterministicky kone¢ny automat. Potom nad
mnoZinou konfiguracii Q x X* definujeme relaciu prechodu (krok vypoctu) -
takto:

Nechq,p € Q,w € ¥* ac X. Potom (q,aw) - (p, w) prave vtedy, ked
(g, a) = p.

Tj. ak je automat v stave g, na vstupe je neprecitana Cast slova aw, t.j. Cita prvy
symbol zfava a a jeho prechodova funkcia (g, a) = p, potom po precitani tohto
symbolu prejde do stavu p a na vstupe ostane neprecitana cast w.
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Prechody KA

Mb6Zeme pouzit aj symbol -y, ak chceme zdbraznit, Ze relacia prechodu sa tyka
daného kone¢ného automatu M - ak mame napriklad viacero automatov a
potrebujeme ich rozlisit.
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Vypocet KA

Definicia
Nech M = (Q, %, 0, qo, F) je konecny automat. Potom postupnost’ konfiguracii
(q0> WO)a (q17 W1)7 ey (qk7 Wk) takyCh: Ze

((—707 WO) H (q17 W1) O (qk7 Wk)>

gicQw eXxX*i=0,1,.., k sanazyva vypocet konecného automatu M z
(qo, wo) do (gk, wk) a vyjadrovat ho budeme v tvare (qo, wo) F* (Qk, wi).

Cislo k predstavuje poéet krokov vypodétu.
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Vypocet KA - neSpecifikovany pocet krokov

Definicia
Nech M = (Q, %, 4, qo, F) je konecny automat. Potom:

e tranzitivnym uzaverom reldcie krok vypoctu nazyvame reldciu -+
definovanu na mnoZine konfigurdcii nasledovne: (q, w) =" (p, x) prave vtedy,
ked existuje n > 1 také, ze (q,w) " (p, x) a

e reflexivnym a tranzitivnym uzaverom relacie krok vypoctu nazyvame
relaciu -* definovanu na mnoZine konfiguracii nasledovne: (q, w) =* (p, x)
prave vtedy, ked’ existuje n > 0 také, Ze (q, w) " (p, X),

pricomp,ge Qaw,x € £*.
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T.j. pomocou relacii -1 a -* vieme vyjadrit vypocéet automatu zacinajuci v
konfiguracii (g, w) a koncCiaci v (p, x) s neSpecifikovanym poctom krokov.

T.j. Ze existuje spdsob, akym sa automat dostane zo stavu g a neprecitanym
vstupnym slovom w do stavu p a neprecitanym vstupnym slovom x.

Je zrejmé, Ze x je pripona slova w.
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Jazyk KA

Definicia

Nech M = (Q, %, 0, qo, F) je kone¢ny automat. Potom jazyk L(M)

rozpoznavany(akceptovany) konecnym automatom M je mnoZina:
LIM) ={w | (qo,w) " (q,¢),w e X7, q € F}.

T.j. jazyk KA je mnozina slov, pre ktoré sa automat po ich Uplnom spracovani
dostane z pociatocného stavu do jedného z akceptacnych stavov.
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Priklad: Je dany DKA M = ({qo, 91, q2},{0,1},0, o, {q1}), pricom prechodova
funkcia ¢:

o | 0|1

G | g1 | @
g | g1 | @
Q| Q2 | Qo

Vypocet pre neakceptovany retazec 001:

(90,001) = (q4,01) = (g1, 1) = (Qe,e); 2 & F

Vypocet pre akceptovany retazec 000:

(90,000) - (g4,00) - (g1,0) - (g1,€); a1 € F

L(M) st retazce zlozené zo samych nul dizky aspof 1.
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Graficka reprezentacia KA

KA mb6Zeme reprezentovat’ prechodovym diagramom - orientovany graf, ktorého
vrcholy su stavy, hrany su ohodnotené symbolmi vstupnej abecedy a reprezentuju
prechodovu funkciu, pociato€ny stav je oznaceny vstupujucou hranou a
akceptacné stavy su oznacené dvojitym krizkom.
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Graficka reprezentacia KA
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Nelplné DKA

Niekedy je mozné, ze prechodova funkcia ¢ nie je UplIna, t.j. nie je definovana pre
vSetky kombinacie stavov a symbolov vstupnej abecedy.

V grafe by to znamenalo, ze z vrcholov by vzdy nevychadzalo tofko hran, kofko je
symbolov vstupnej abecedy.
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Nelplné DKA

V uvedenom automate nie su definované prechody: 4(qo, b) a 4(gi, a):

& @D

Retazce, pre ktoré sa vypocCet zasekne v nejakom stave a neboli docitané do
konca, su neakceptované. Napriklad:

e aaneakceptovang, pretoze: (qo, aa) - (g1, a) - ZASEK!
e bb neakceptované, pretoze (qo, bb) - ZASEK!

25/57



Konecné automaty
0000000000000 0000000e000

Nelplné DKA

Avsak, ak potrebujeme mat Uplny DKA, t.j. definovanu prechodovu funkciu pre
vSetky symboly vstupnej abecedy a pre v8etky stavy, nie je problém automat
rozSirit o tzv. pascu - novy neakceptujuci stav, ktory zachyti tie symboly, pre ktoré
pdvodne nebola prechodova funkcia definovana.
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Kompletizacia DKA

Veta
Nech M = (Q, %, 4, qo, F) je DKA. Potom k nemu moZno zostrojit DKA

Mk = (Qk. X, 0k, qo, F) taky, Ze (qo, w) by, (q.¢) pre kaZzdé w € ©* a navyse
L(M) = L(Mk).

Inymi slovami, vZdy sa d& doplnit’ prechodova funkcia na Uplna bez toho, aby sa
zmenil jazyk, ktory automat akceptuje.
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Priklad neuplného DKA:
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Doplnenie na upiny DKA:
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Nedeterministické kone¢né automaty

Su zovs§eobecnenim deterministickych kone¢nych automatov.

Aktualny stav a symbol na vstupe nemusia jednoznacne urovat nasledujici
stav, ale urCuju mnozinu moznych nasledujucich stavov.

Taktiez mbzu vykonavat prechody bez toho, aby precitali symbol zo vstupu,
tzv. e-prechody.

Z formalneho hlfadiska sa meni len definicia prechodovej funkcie.
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Nedeterministické kone¢né automaty

Definicia
Nedeterministicky konecny automat (NKA) je usporiadana pética
M= (Q,X%,J q,F), kde:
® Q je konecna mnoZina stavov automatu,
Y. je kone¢na mnoZina pripustnych vstupnych symbolov automatu,

§ je prechodova funkcia automatu, § : Q x . — 29, prisom¥. =¥ U {c} a
29 oznacduje mnoZinu véetkych podmnoZin (t.j. potenéni mnoZinu) mnoZiny
stavov Q,

® (o je pociatocny stav automatu, qg € Q,

e [ je mnoZina akceptujucich (koncovych) stavov automatu, F C Q.
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Relacia prechodu NKA

Definicia

Nech M = (Q, ¥, 0, qo, F) je nedeterministicky konecny automat.Potom nad
mnoZinou konfiguracii Q x ¥* definujeme relaciu prechodu (krok vypoctu) NKA +
takto:

Nechq,pc Q,we X* ac X.. Potom(q,aw) - (p, w) prave vtedy, ked
p € 4(q, a).

Pojmy ako konfiguracia, zaCiatocna konfiguracia a akceptujuca konfiguracia maju
rovnaky zmysel, ako pri DKA.
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Akceptacia vs. neakceptacia slova NKA

¢ NKA akceptuje slovo vtedy, ak existuje vypocet NKA taky, Ze slovo bude
akceptované.
¢ NKA neakceptuje slovo vtedy, ak neexistuje akceptujuci vypocet, t.j. pre
vSetky mozné vypocty vzhfadom na vstupné slovo plati:
® alebo sa automat zasekne (t.j. ostane mu nespracovany vstup, ale nevie sa

dostat’ do nasledujuceho stavu),
® alebo po spracovani celého vstupného slova automat neskonéi v akceptatnom

stave.
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Priklad: Uvazujme NKA M = ({qo, 91, @2, g¢}, {+,—,0,1,2,...,9},6, o, {gr}), kde
prechodova funkcia §:

0 € +] - 0 1]...]9
Qo | {g1} | {a1} 0 0
g | 0 0 {ar} | {92, a9}
Q| 0 0 | { a} | {9 a7}
g | 0 0 0 0

Symbolom | su oddelené alternativne symboly pre jednoduchsi zpis.
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Priklad, pokr. Vstup: +1:
(9o, +1) - (g1, +1) (pouzilo sa é(qo, €) = G1)
(Go, +1) F (g1, 1) F (G2, €)

(Go,+1) F (g1, 1) F (g1, €)
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Priklad, pokr.
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Vztah medzi DKA a NKA

e Je jasné, ze kedZze NKA su zovSeobecnenim DKA, tak kazdy jazyk, ktory je
akceptovatelny deterministickym kone¢nym automatom, je aj akceptovatelny
nedeterministickym kone¢nym automatom.

e Co je prekvapivejsie je fakt, Ze to plati aj naopak, t.j. ku kazdému jazyku, ku
ktorému sa da zostrojit NKA, ktory ho akceptuje, sa da zostrojit aj DKA, ktory
ho akceptuje.

e NKA a DKA maju teda rovnaku silu/akceptacnu schopnost'.
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Ekvivalencia NKA a DKA

Veta

Nech L je jazyk akceptovany nejakym NKA. Potom existuje DKA, ktory akceptuje
ten isty jazyk L.

Idea zostrojenia ekvivalentného DKA je v tom, Ze novy DKA ,sleduje “vSetky
vypoctové cesty, ktorymi mohol ist povodny NKA.
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Ekvivalencia NKA a DKA - idea

at

a

Nech je dany NKA:
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DKA pociatocny stav

{q07 a1, CIZ}
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Z pociato¢ného stavu na a, b

{991, g2}

a
b {q3a g1, Q2}
a a, ¢

a




Regularne jazyky Konecné automaty Nedeterministické KA Vztah medzi DKA a NKA
0000 000000000003000000000000 0000000 000008000000000000000

Zo stavu {q.}
{qu g1, QZ}

~
‘ {93, 01, 02}
a a, e
' ,,
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Zo stavu {gs, g1, @2}
{9, 91,92}

a a e

a
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Zo stavu ()

{q0.91, 02}
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Zo stavu {q2, g1}
{qu a1, QZ}

{q3a a1, QZ}

{q2,01}
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Akceptacné stavy
{qu q1, QZ}

{q3a a1, QZ}

{q2,01}
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Ekvivalencia NKA a DKA - idea

. Stavy DKA, ekvivalentného k NKA, tvoria mnoziny stavov NKA.

. Pociato¢ny stav DKA predstavuje mnoZzina stavov NKA, do ktorych sa NKA
vie dostat’ bez spracovania vstupnych symbolov (t.j. pévodné qo + teoreticky
iné stavy, ak sa do nich da dostat H* z gy pomocou e-prechodov).

. Dalsie stavy DKA predstavuji mnoziny stavov, do ktorych sa NKA vedel
dostat’ spracovanim jednotlivych vstupnych symbolov (a znovu je potrebné
zohfadnit e-prechody).

. Ked'Ze stavy DKA predstavuju mnoziny stavov, v ktorych sa mohol nachadzat
NKA po spracovani prislu§ného vstupného retazca, ak stav DKA obsahuje
niektory z akceptacnych stavov NKA, tak aj tento stav DKA musi byt
akceptacny.
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Operacia CLOSURE.

Pri konstrukcii DKA si zadefinujeme operaciu CLOSURE., ktora pre mnozinu
stavov NKA vrati mnozinu stavov uzavretu na kroky na e.

Vstup: Prechodova funkcia 6 NKA M, mnozina stavov S C Q.
Vystup: Mnozina stavov S uzavreta na kroky na .

. opakuj

20 §+ S;

3 S« SUqus (q,¢);

4: pokial S+ S

5. vrat’ S;

—_
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Operacia CLOSURE.

CLOSURE.({92,05}) = {92,395, 06, Qs }-
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Spat k ekvivalencii NKA, DKA
C}ast’ Q6ka;u: K ganému NKA M = (Q, %, 0, qo, F) zostrojime DKA
M = (Q,%,4,qo, F), ktory bude akceptovat ten isty jazyk nasledovne:
e Mnozina stavov Q automatu M: Q C 29, t. stavy ¢ € Q automatu M budu v
tvare {q1, o, ...,qi}, kde g € Qpre k =1,2,...,i.
¢ Pociatocny stav gp = CLOSURE.({qo})-
e Mnozina akceptaénych stavov F je tvorena tymi stavmi z Q, ktoré obsahuiju
aspon 1 akceptujuci stav z M.

e Prechodova funkcia:

5({q1, - qi}, @) = CLOSUREE<{ U 5(qk,a)}>, (1)
k=1

t.j. sleduje vSetky mozné cesty, ktorymi mohol ist NKA na vstupny symbol a
pre stavy gy, ..., q;.
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Vstup: NKAM = (Q,%,4,qo, F)

Vystup: Mnozina stavov Qa prechodova funkcia § ekvivalentného DKA.
1: zarad stav CLOSURE.({qv}) do Q a ozna¢ ho ako nespracovany

2: pokial v Olexistuje nespracovany stav rob

3 vyber z Q fubovolny nespracovany stav g a ozna¢ ho ako spracovany

4 pre vSetky a € X rob

5 urdi stav p = 4(q, a) podia vztahu (1)

6: ak p ¢ Q potom

7 zarad p do Q a oznac ho ako nespracovany

8 koniec ak

9 zaznamenaj prechod zo stavu g do stavu p na symbol a

0 koniec pre

1: koniec pokial
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0000 000000000000000000000000 0000000 000000000000000e00000

Priklad: Najdite ekvivalentny DKA pre NKA:
01

q0 g2 1

01




Vztah medzi DKA a NKA
000000000000000080000

Prechodova funkcia §:

) 0 1 €
Qo | {9.91} | {90, G} | 0
g | {g} |{ag,9¢3 | 0
Qo 0 {a} | {ar}
qr 0 0 0
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00000000000000000e000

Prechodové funkcia §:

1) 0 1
CLOSURE.({q0}) = {0} | {90, 91} | {90, 9, 97}
{q0, a1} 190,91} | {90, 91,9, 9}
{qo, 92, 91} {90.a91} | {90, 9,0}
{Qo, g1, G2, G} {90,917} | {90, 91, G2, G}
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0000 0000000000000 0O0000000000 0000000 000000000000000000e00

Prechodova funkcia d, pociatocny stav a akceptujlce stavy:

) 0 1
CLOSURE.({q0}) = {a0} | {90:a1} | {90, 92, 9r}
{0, a1} {90, 91} | {90, 91,92, 9r}
{90, G2, Gr} {90.a1} | {90,%, 9}
{90, 91, %2, ar} {90, 91} | {90: 91, G2, G}




Vztah medzi DKA a NKA
0000000000000000000e0

Ekvivalencia NKA a DKA

Pocet moznych stavov DKA rastie exponencialne k poctu stavov NKA.
Vyhodou NKA je ich jednoduchsia Struktura.

Vyhodou DKA je ich jednoduchsSia implementacia a nasledna simulacia ich
¢innosti.

Simulécia NKA pre dané vstupné slovo mé exponencialnu zlozitost'.
Simulécia DKA pre dané vstupné slovo m4 linearnu zlozitost'.
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