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Zasobnikovy automat - priklad €. 1

Priklad: ZA akceptujuci jazyk L = {ww’ | w € {0,1}*}.
Idea:

e Slové z jazyka sa daju rozdelit na 2 &asti - w a jeho zrkadlovy obraz w’. V
prvej faze bude automat Citat prvu Cast - w - a kazdy precitany symbol ulozi
do zasobnika. Po precitani w bude teda zasobnik obsahovat’ zvrchu prave
zrkadlovy obraz slova w.

e V druhej faze bude potom ZA kontrolovat, &i zvy$ok slova na vstupe, t.j. w”,
je zrkadlovy obraz w, t.j. &i sa vZzdy navrchu zasobnika nachadza rovnaky
symbol, ako je aktualny symbol na vstupe. Ak ano, tak po spracovani celého
vstupu ostane v zasobniku len pociato¢ny zasobnikovy symbol Z, a slovo je
akceptované.

® Prechod z prvej fazy do druhej fazy sa vykona nedeterministicky.
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Zasobnikovy automat - priklad (pokr.)

Formalne:

* Q=1{q.0q1qr}

e T={0,1}

* '={0,1,%}

® )
® 0(q0,0,¢) = {(90,0)},0(qo,1,¢) = {(qo, 1)} - prvé faza
® 5(qo,e,¢) = {(g1,¢)} - prechod do druhej fazy
® 0(¢1,0,0) = {(q1,¢)},d(q1,1,1) = {(qg1,¢)} - druha faza

5(q1,e,20) = {(qr,¢)} - prechod do akceptujuceho stavu
F={ar}.
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Zasobnikovy automat - priklad (pokr.)

Vstupné slovo: 010010 ( )

(go, 010010, Zo) F (qo, 10010,025) F (qo, 0010, 10Z) - (qo, 010,0102) -
(91,010,010%) - (g1,10,102%) I (q1,0,02) - (g1,¢, ) & (qr, €, €)

Vstupné slovo: 000 (neexistuje akceptacna konfiguracia) - jedna zaujimava:
(Qo, 000, Z5) = (g0, 00,02) + (g1,00,02) F (91,0, 2Z) F (r, 0, ¢)

Horeuvedeny vypocet nie je akceptacny, pretoze na vstupe zostala neprecitana
Cast’ vstupného slova.
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Zasobnikovy automat - priklad (pokr.)

Graficka reprezentacia ZA by bola nasledovna:

0,e =» 0 0,0 —» ¢
1, — 1 1,1 > ¢

a1
57€_>€ 6,20—)6
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Najdite zasobnikové automaty

Najdite zadsobnikové automaty k jazykom:
1. Ly ={w e {a, b} | fa(w) = 8p(w)}, t.j. retazce z pismen {a, b}, v ktorych je
pocet symbolov a, b rovnaky.
2. Lo ={w e {a b} |ta(w) > 8p(w)}, t.j. retazce z pismen {a, b}, v ktorych je
pocet symbolov a vacsi nez pocet symbolov b.

3. Ls={w e {a b} | ta(w) < 8p(w)}, t.. retazce z pismen {a, b}, v ktorych je
pocet symbolov a mensi nez pocet symbolov b.

4. Ly = {wew” | w € {a, b}*}, t.j. palindrémy v strede ktorych je symbol c.

5. Ls ={xaby | x € {a,b}*,y € {a, b}*}, t.. refazce z pismen {a, b}
obsahujuce ab ako podretazec

6. Lg ={a’b"c™ | n>1,m> 0}

7. Ly ={abick|i=jaleboj=k} (tui>0,j>0k>0)
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L1

Najdite zdsobnikovy automat, ktory akceptuje jazyk
Ly ={w e {a b}* | fa(w) = tp(w)}, t.j. retazce z pismen {a, b}, v ktorych je pocet
symbolov a, b rovnaky.

e Je zrejmé, ze automat bude akceptovat len také retazce, ktoré obsahuju
rovnaky pocet symbolov a a b.

e Kedze ZA Cita vstup symbol po symbole, po prvom symbole automat vie, Ci
precCital a a teda niekde d'alej musi nasledovat b, alebo naopak.

* Preto zasobnik vieme vyuzit ako pamatové médium, pomocou ktorého si
budeme pamétat, kolko "opacnych" symbolov (k a je opacny b a naopak, k b
je opacny a) eSte musime precitat, aby boli poCty vyrovnané.
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Pri spracuvani retazca by bolo vhodné rozliSovat 3 situéacie vzhfadom na doteraz
precitanu cast slova:

e Pocet doteraz precitanych a a b bol rovnaky - taka je situacia na zaciatku a
taktiez je to situacia, v ktorej ak skon¢ime a vstup bol cely precitany, vstup
budeme akceptovat’. Teda ju bude reprezentovat pociatoény a zaroven
akceptacny stav qq.

e Pocet doteraz precitanych a bol vacsi nez pocet doteraz preéitanych b. To
mOze reprezentovat’ stav q,-p. Zaroven to znamena, ze aby sme slovo
akceptovali, musime precitat' eSte nejaké b-Cka.

e Pocet doteraz precitanych a bol mensi nez pocet doteraz precitanych b. To

moze reprezentovat stav g,.p. Zaroven to znamena, ze aby sme slovo
akceptovali, musime precitat’ eSte nejaké a-Cka.
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e Ak sme v stave qg, na vrchu zasobnika je Z, a poCet doteraz precitanych
symbolov je rovnaky. Ak teraz Citame na vstupe a, prejdeme do stavu G- p.
Zaroven si do zasobnika vlozime symbol b, ktory bude reprezentovat’ to, ze
musime este precitat jedno b-Cko.

e Ak sme v stave qy, na vrchu zasobnika je Z, a pocet doteraz precitanych
symbolov je rovnaky. Ak teraz ¢itame na vstupe b, prejdeme do stavu qap.
Zaroven si do zasobnika vloZzime symbol a, ktory bude reprezentovat' to, ze
musime este precitat jedno a-cko.

e Ak sme v stave g,-p, Znamena to, Ze na vrchu zasobnika je symbol b, t.j.
Cakame minimalne na jedno b-Cko, aby sa pocty vyrovnali. Ak v tomto stave
pride na vstupe b, tak toto b zo zasobnika mézeme odstranit’. Naopak, ak v
tomto stave zo vstupu Citame a, tak nam chyba d'alSie b na vstupe, ¢o
znazornime tak, ze znovu do zasobnika viozime d'al$ie b. Cize v tomto stave
plati, Ze kolkokrat je symbol b v zasobniku, tak na tolko b na vstupe ¢akame,
aby sa pocty vyrovnali.
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¢ Analogicky, ak sme v stave q,-p, Znamena to, Zze na vrchu zasobnika je
symbol a, t.j. Cakame minimalne na jedno a-Cko, aby sa pocty vyrovnali. Ak v
tomto stave pride na vstupe a, tak toto a zo zasobnika m6zeme odstranit’.
Naopak, ak v tomto stave zo vstupu Citame b, tak nam chyba d'alSie a na
vstupe, ¢o znazornime tak, Zze znovu do zasobnika vlozime d'alSie a. Cize v
tomto stave plati, Ze kofkokrat je symbol a v zasobniku, tak na tofko a na
vstupe ¢akame, aby sa pocty vyrovnali.

e Ak sa v stavoch q,-p alebo q,.p stane, Ze sa na vrchu zasobnika ocitne
symbol Zy, znamena to, ze sa nam doteraz precitané vstupné symboly
vyrovnali a mézeme sa vratit do stavu qp.
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Ked' si uvedené pravidla zndzornime obrazkom, dostaneme nasledovny obrazok
zasobnikového automatu:

a, 2y — bz
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A formalne dostdvame z&sobnikovy automat P = (Q, %, T, 4, qo, Zo, F), kde:
® Q = {q07 Qa>b7 Qa<b}
e Y ={ab}
= {207 a, b}
® (o je pocCiatocny stav
Zy je pociato¢ny zasobnikovy symbol
F ={qo}
a prechodova funkcia ¢ je dana obrazkom, resp. aj predpisom (vid’ d'alsi slajd)
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Prechodova funkcia ¢:
* 6(qo, a, Zo) = {(Qa>b, b20)}
® 6(qo, a, Zo) = {(Qa<b, aZo)}
® 6(9a>b, @, b) = {(qa>b, bb)}
® 5(Qa>b, b, b) = {(Qa>b,€)}
® 0(Qa>b,€,20) = {(qo, Z0)}
® 5(Qa<b, @ @) = {(Ga>b, )}
® 5(Qa<b, b, @) = {(qa>b, @a)}
® 6(Qa<p; e, 20) = {(q0, 20)}
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Ak je zostrojeny zasobnikovy automat korektny, musia platit' 2 veci:
e Kazdy refazec z jazyka L4 (1.j. taky, ktory obsahuje rovnaky pocet a a b )musi
byt v automate akceptovany, t.j. Ly C L(P).
e Kazdy retazec, ktory automat akceptuje, musi patrit do jazyka L4, t.].
L(P) C L;.
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Neformalny dokaz toho, ze kazdy retazec, ktory obsahuje rovnaky pocCet a a b, ma
v automate akceptacny vypocet, t.j. ze Ly C L(P):

e Kazdy retfazec w , ktory obsahuje rovnaky pocet a a b sa da rozdelit na
mensie segmenty wy, Wa, ..., Wy, L.j. w = wyws...wp, v ktorych tiez plati, ze
pocCet a a b je rovnaky.

¢ Toto delenie je robené tak, aby segment zacinal napr. symbolom a a koncil
symbolom b, ktory je "parovy" k prvému symbolu a, t.j. uzatvara segment, aby
bol v hom rovnaky pocet symbolov a a b. Analogicky naopak, ak segment
zacina symbolom b, tak konc&i parovym a-Ckom.

e Napriklad v retazci w = abbbaa by bolo delenie w = wyw», kde wy = ab a
wo = bbaa.

¢ Automat je skonstruovany tak, aby kazdy segment svojim prvym symbolom
preSiel do stavu q,-p alebo g, a zo stavu sa vratil do stavu qy po precitani
svojho posledného symbolu (t.j. po vyrovnani poctu symbolov).
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Napriklad pre w = abbbaa, kde sme delenie urili ako w = wyws, wy = ab,
w» = bbaa by bol vypocCet pre prvu ¢ast wy = ab:

(Qo, abbbaa, 2y) - (qa>b, bbbaa, bZy) - (qa>b, bbaa, Zp) - (qo, bbaa, Zy)
a nasledne pre druht Cast w, = bbaa:
(Qo, bbaa, 2p) & (Qa<b, baa, aZy) - (Qa<p, @a, @aaZy) - (Qa<p, @, ap) =

F (Qa<b, €, 2) F (Qos €, 2o)

Teda spolu:
(qu abbbaaa ZO) H* (q07 g, ZO)

a teda retazec abbbaa by bol akceptovany.
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Neformalny dékaz toho, ze kazdy akceptovany retazec obsahuje rovnaky pocet a
ab,tj. L(P) C Ly.

1. Akceptovany retazec je napriklad . Tento uveden( vlastnost spifia.

2. Ak akceptovany retazec obsahuje aspon 1 symbol, tak po precitani prvého
symbolu skonéi v stave q,~p ak bol prvy symbol a, alebo v stave g, ak bol
prvy symbol b.

3. Z tohto stavu neodide dovtedy, kym sa nepodari vyrovnat pocty doteraz
preCitanych a a b. Pretoze az ich vyrovnanim sa na vrch zasobnika dostane
symbol Z,, vd'aka ktorému sa da vratit do stavu qq.

4. Teda kazdy akceptovany retfazec sa da rozdelit na segmenty wy, wa, ..., Wy,
pre ktoré plati, Ze ich Citanim sa automat dostane do stavu q,-p alebo g,-p a
odchadza z neho az vtedy, ked' je poCet symbolov a a b rovnaky.

5. Teda segmenty obsahuju v§etky rovnaky pocCet symbolov. A ich zretazenie
W = Wy Ws...W, rovnako musi obsahovat rovnaky pocet symbolov.
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Lo

Najdite zasobnikovy automat, ktory akceptuje jazyk

Lo ={w e {a b}* | fa(w) > tp(w)}, t.j. retazce z pismen {a, b}, v ktorych je poCet
symbolov a vacsi nez pocet symbolov b.

e Je zrejmé, ze automat bude akceptovat len také retazce, ktoré obsahuju
vacsi poCet symbolov a nez b.

e Keby sme vychadzali z automatu, ktory sme skonstruovali v predchadzajucej
Ulohe, tak pre refazce, ktoré maju vacsi poCet a nez b plati, Ze po ich docitani
viem skonCit v stave q,-p a zaroven v zasobniku musi byt aspon jedno
b-Cko (lebo signalizuje, Zze eSte potrebujem b precitat, aby bol pocet rovnaky).

¢ Preto malou Upravou automatu vieme dostat zasobnikovy automat, ktory
bude akceptovat jazyk L.
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Vieme teda, Ze ak je na vstupe slovo, ktoré ma viac a nez b, tak po jeho
precitani vypocet skonci v stave g,~p a v zasobniku bude aspon jeden
symbol b.

Niekomu by mohlo napadnut, Ze rieSenim je jednoducho urobit’ z g,
akceptacny stav.

Problém s tymto rieSenim je, Ze v stave g, vieme skoncit aj pre slova, v
ktorych je poCet a a b rovnaky (pretoze v pévodnom automate sme potom
prechodom, ktory necital vstup, len potreboval, aby bol na vrchu zasobnika
Zy, presli do akceptaéného stavu qp).

Preto teraz potrebujeme pri akceptacii testovat, €i je na vrchu zasobnika
symbol b.

Najjednoduchsie je pridat do automatu novy stav, ktory bude jediny
akceptacny stav.

Do tohto stavu prejdeme zo stavu g, bez Citania vstupného symbolu za
podmienky, Zze na vrchu zasobnika je b.
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A formalne dostdvame z&sobnikovy automat P = (Q, %, T, 4, qo, Zo, F), kde:
* Q=1{Qo,a>b, Ga<b, 9r}
e Y ={ab}
= {207 a, b}
® (o je pocCiatocny stav
Zy je pociatocny zasobnikovy symbol
F ={ar}
a prechodova funkcia ¢ je dana obrazkom, resp. aj predpisom (vid’ d'alsi slajd)
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Prechodova funkcia ¢:

* 6(qo, @, Zo) = {(Qa>b, b2o)
® 6(qo, a, Zo) = {(Qa<b, a%o)
® 5(Qa>b, @ b) = {(qa>b, b)
® 5(Qa>b, b, b) = {(Qa>b,€)}
® 0(Ga>b,€,20) = {(qo, 20)}
® 0(Qa<b, @ @) = {(Ga>b:€)}
® 0(Qa<b, b, a) = {(Qa>b, aa)}
® 0(Qa<b, €, 20) = {(qo, 20)}
® 6(Qa>b:¢,b) = {(qr, b)}

}
}
}
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Ak je zostrojeny zasobnikovy automat korektny, musia platit' 2 veci:
e Kazdy refazec z jazyka L (1.j. taky, ktory obsahuje rovnaky pocet a a b )musi
byt v automate akceptovany, t.j. Lo C L(P).
e Kazdy retazec, ktory automat akceptuje, musi patrit do jazyka Lo, t.].
L(P) C L,.
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Neformalny dékaz toho, ze kazdy retazec, ktory obsahuje vacsi pocet a nez b, ma
v automate akceptacny vypocet, t.j. ze L, C L(P):

e Kazdy refazec w , ktory obsahuje vacsi pocet a a b sa da rozdelit na mensie
segmenty wy, Wo, ..., Wp, t.j. w = wywa...wp, v ktorych tiez plati, ze poCet aa b
je rovnaky v segmentoch wy, ..., w,_4 a v poslednom segmente je aspofio 1 a
viac nez b.

¢ Toto delenie je robené tak, aby segmenty wy az w,,_4 zacinali napr.
symbolom a a koncil symbolom b, ktory je "parovy" k prvému symbolu a, t.j.
uzatvara segment, aby bol v iom rovnaky pocet symbolov a a b. Analogicky
naopak, ak segment zacina symbolom b, tak konCi parovym a-ckom.

e Napriklad v retazci w = abaabab by bolo delenie w = wyw,, kde wy = ab a
wo = aabab.

e Automat je skon$truovany tak, aby kazdy segment wy az w,_4 svojim prvym
symbolom presiel do stavu g,-p alebo g, a zo stavu sa vratil do stavu g po
precitani svojho posledného symbolu (t.j. po vyrovnani poctu symbolov).

* A posledny segment sa dostane do q,-, v ktorom sa docita do konca, pricom
v zasobniku bude po jeho docitani aspon jedno b na vrchu. 24/60




Napriklad pre w = abaabab, kde sme delenie urCili ako w = wyws, wy = ab,
w, = aabab by bol vypocet pre prvu Cast wy = ab:

(Qo, abaabab, Zy) - (Qaxb, baabab, bZy) & (qaxb, aabab, Zo) - (qo, aabab, Z,)
a nasledne pre druhu Cast w, = aabab:
(o, aabab, Zy) = (qa>b, abab, bZy) i (qa>b, bab, bbZy) - (Qasp, ab, bZy)

+ (Qa>ba ba beO) F (Qa>ba €, bZO) - (qf, £, bZO)

Teda spolu:
(qu abaabab’ ZO) - (qf7 &, bZO)

a teda retazec abaabab by bol akceptovany.
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Neformalny dékaz toho, ze kazdy akceptovany retazec obsahuje vacsi pocet a
nez b, t.j. L(P) C Lp.

1. Akceptovany retazec ma tu vlastnost, Ze po jeho docitani musi automat
skoncit' v stave g5~ SO symbolom b na vrchu zasobnika, aby sa v dalSom
kroku vedel presunut do gr.

2. Aby sa dostal do stavu g-p, musi v stave qq precitat aspon jedno a a
nasledne, aby mu v stave g,-, zostal aspon 1 symbol b v zasobniku, tak
nesmie precitat tolko b, aby dorovnal precitany pocet a.

3. AvSak do stavu qp sa uz predtym mohol dostat tym ,ze by precital segmenty
vstupného slova w;, v ktorych bol rovnaky pocet symbolov a a b.

4. Teda kazdy akceptovany retfazec sa da rozdelit na segmenty wy, wo, ..., Wy,
pre ktoré plati, Ze segmenty wy, ..., w,_4 obsahuju rovnaky pocet aa b aich
Citanim sa vzdy vie ZA vratit do gy a nasledne segment w, za¢ina symbolom
a, ktorym sa presunie do stavu g5~ a neobsahuje tolko symbolov b, aby sa
poCty dorovnali a v zasobniku zostalo Zy na vrchu.

5. Teda v zretazeni wyws...w,_1w, bude aspon o 1 a viac nez pocet b.
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L3

Najdite zasobnikovy automat, ktory akceptuje jazyk

Ly ={w e {a b} | ta(w) < 8p(w)}, t.j. retazce z pismen {a, b}, v ktorych je pocet
symbolov a mens$i nez pocet symbolov b.

¢ Tento zasobnikovy automat bude analégiou automatu z predchadzajice;
ulohy, akurat ze do akceptacného stavu nepéjde zo stavu g,-p, ale zo stavu
Qa<p Za situacie, ze na vrchu zasobnika bude symbol a signalizujuci, ze bol
precitany vacsi poCet symbolov b nez a.
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Tu si vystaCime len s obrazkom:

a, 2y — bz
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L

Néjdite zasobnikovy automat, ktory akceptuje jazyk Ly = {wew” | w € {a, b}*}, t..
palindromy v strede ktorych je symbol c.

Automat by mal akceptovat’ refazce:
°C
® aca, bcb

aacaa, abcba, bacab, bbcbb
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Vidime z popisu, ze retfazce pozostavaju z 3 Casti:

1. Retazca w, ktory tvoria vSetky mozné retazce zo symbolov {a, b}

2. V strede je symbol ¢

3. retazca whi, ktory predstavuje zrkadlovy obraz (t.j. napisany odzadu) retazca
w.

e Zasobnikovy automat teda musi kontrolovat, ¢i sa za symbolom ¢ nachadza
zrkadlovy obraz retfazca, ktory je pred symbolom c.

e Ked'ze pred symbolom ¢ méze byt retazec fubovolnej dizky, je potrebné si ho
niekde zapamatat - idealne v zadsobniku.

* Navy$e ma zasobnik vyhodnu vlastnost, ze posledny viozeny symbol je
zaroven prvy vyberany symbol, t.j. ak don postupne ukladdame symboly

retazca w, tak ak zasobnik ¢itame odvrchu, tak vlastne ¢itame priamo
retazec wh.
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To znamena@, Zze automat bude fungovat nasledovnym spdésobom:

1. Najprv ¢Cita ¢ast vstupu predstavujucu retazec w pred symbolom c - kazdy
precitany symbol vlozi do zasobnika. Toto bude predstavovat stav ZA qp.

2. Nésledne, ked narazi na symbol c, tak sa prepne do rezimu, v ktorom bude
kontrolovat, ¢i je na vstupe zrkadlovy obraz retazca w tym, ze bude
porovnavat vstup s obsahom zasobnika - ked’Ze na vstupe by malo byt w” a
v zasobniku sa momentalne nachadza odvrchu prave w”. Tuto kontrolu, i
sa obsah zasobnika zhoduje so vstupom, bude predstavovat stav gy

3. Ak sa podari naparovat kazdy vstupny symbol so zasobnikom, tak sa v

momente, ked' sa cely vstup precita v zasobniku na vrchu nachadza symbol
Zy, Co signalizuje akceptaciu slova. Tu bude signalizovat akceptaCny stav @..
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Pre zhrnutie

e ZA bude mat stav g v ktorom bude zo vstupu ¢itat symboly a, b z Casti w
vstupu a ukladat’ ich do zasobnika.

¢ V. momente, ked precita zo vstupu ¢, bude vediet, ze d'alej by mala
nasledovat &ast w’ vstupu a prepne sa do stavu g. Pri tomto prepinani sa
do zasobnika ni¢ nové nevklada.

e V stave g; Cita vstupné symboly a porovnava ich s obsahom zasobnika. Ak
sa zhoduju, odstrani symbol zo zasobnika a pokracuje s dalsim vstupnym
symbolom.

e Ked v stave g; docita cely vstup a skonci so zasobnikom na vrchu ktorého je
len symbol Zy, tak to signalizuje, Ze vstup je v pozadovanom tvare. V takom
pripade sa prepne do akceptacného stavu go.
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Graficka reprezentacia takého ZA by bola:

b, b — bb

ab — ab

b, a — ba

a, a— aa

b, Zy — bz, aa— e
— b, b — ¢
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A formalne dostdvame z&sobnikovy automat P = (Q, %, T, 4, qo, Zo, F), kde:

® Q: {QO>Q1>C72}
e ¥ ={ab,c}
o= {207a7 b}

® (o je pocCiatocny stav
Zy je pociato¢ny zasobnikovy symbol

F={q}
a prechodova funkcia ¢ je dana obrazkom, resp. aj predpisom (vid’ d'alsi slajd)
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Prechodova funkcia ¢:

* §(qo, a %) = {(qo, a%)}
* 6(qo, b, Z0) = {(qo, bZ)}
* (90, a,a) = {(qo, aa)}

® 6(qo,a, b) = {(qo, ab)}
® 6(qo, b, a) = {(qo, ba)}
* 6(qo, b, b) = {(qo, bb)}

® §(qo, ¢, 2) = {(aq1, %)}
° 5(QO, c, a) = {(q1 ) a)}

® 0(qo, c,b) ={(q1,b)}

° d(ag1,a a) ={(ag1,¢)}

* (g1, b,b) ={(q1,¢)}

® 5(q1,e,20) = {(qa2, L)}
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Ak je zostrojeny zasobnikovy automat korektny, musia platit' 2 veci:
e Kazdy retfazec z jazyka Ly (t.j. palindrémy v strede ktorych je ¢ )musi byt v
automate akceptovany, t.j. Ly C L(P).

e Kazdy retazec, ktory automat akceptuje, musi patrit do jazyka Lg, t.].
L(P) C Ly.
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Neformalny dbkaz toho, Zze kazdy palindrém, ktory obsahuje v strede ¢, ma v
automate akceptacny vypocet, t.j. ze Ly C L(P):

e Kazdy palindrom, ktory ma v strede c, je v tvare wew".

e \V automate je moznost pre Cast retazca w tito Cast v stave qq Citat' a
vkladat do z&sobnika. Tym sa v zdsobniku postupne od vrchu po spodok
vytvori retazec wh.

¢ Nasledne sa precitanim symbolu ¢ automat prepne do stavu qy.

* V tomto stave sa Gitanim w’? zo vstupu a porovnavanim w* v zasobniku
postupne Cita vstup a vyprazdnuje zasobnik.

¢ Nasledne po precitani posledného symbolu a vyprazdneni posledného
{a, b}zo zasobnika na vrchu zasobnika ocitne len Zy, ¢im je umozneny
prechod do akceptacného stavu g»

e T,. ak je na vstupe wew", teda slovo z jazyka Ly, tak v automate existuje
akceptacny vypocet:

(90, (wew?), Zg) -+ (qo, cw?, whZo) 1= (g0, wB, whiZo) - (1,6, Z0) F (a2, ¢, Z)
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Neformalny dékaz toho, ze kazdy akceptovany retazec je zaroven palindromom

wew".

1. Predpokladajme, Zze automat akceptuje nejaky retazec x. To znamena, ze
(G0, X, Z0) " (Qe. . &)

2. To zaroven znamena, ze aj (qo, X, Zo) " (g1, ¢, Zp), teda Ze pri spracovani
celého retazca x sa vie automat dostat do q; a v zasobniku je len symbol Z;.

3. Zamyslime sa, ¢o musel byt posledny Citany symbol: ak nim bolo ¢, tak to
znamena, ze bol vykonany prechod do stavu q;. Ked'ze v zasobniku je po
tomto prechode Z,, muselo tam byt aj predtym.

4. A teda pred symbolom ¢ nebolo ni¢ iné citané zo vstupu - v opacnom
pripade by to bolo totiz v zasobniku.

5. Teda vstup musel byt len retazec c - a ten je palindrémom.
6. Co ak v kroku 3 nebol posledny &itany symbol ¢ - muselo to byt a alebo b.
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(pokracovanie)

7. V takom pripade v8ak musel byt prechod z predchadzajuceho stavu g; a teda
prechod, ktory je mozny, len ak je v zasobniku rovnaky symbol ako na vstupe
- t.j. prechod, ktory odstranuje zo zasobnika vrchny symbol.

8. Tuto uvahu vieme opakovat, kym nedospejem do situacie, ze sme do stavu
g1 presli gitanim symbolu ¢ zo stavu qo. Cize prechody zo stavu g; do stavu
g1 boli umoznené len ak bol na vstupe taky retazec, ktory bol zaroven v
zasobniku - nech je tento retazec w.

9. Pred tymto retazcom sa na vstupe musel teda nachadzat’ symbol c, ktory
spo6sobil prechod do stavu gy zo stavu qp.

10. Aby bol retazec akceptovany, tak pocas jeho Citania v stave qy sa kazdy
symbol vkladal do zasobnika, t.j. ak je v zasobniku pri prechode do g;
retazec w, tak sa tam musel dostat’ ¢itanim v stave qg - z dévodu toho, ako
funguje zasobnik sa musel &itat "odzadu", t.j. ako w".

11. To znamena, Ze ak je nejaky refazec akceptovany, tak musi byt tvaru
wPRew = wewF, tj. prave palindrom so strednym symbolom c.
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Ls

Najdite zasobnikovy automat, ktory akceptuje jazyk
Ls = {xaby | x € {a,b}*,y € {a,b}*}, t.j. refazce z pismen {a, b} obsahujuce ab

ako podretazec.
Automat by mal akceptovat retazce pozostavajluce z 3 ¢asti:

e L'ubovolného prefixu zo symbolov a, b
e Podretazca ab
e L'ubovolného sufixu zo symbolov a, b
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Trikom pri kons&trukcii tohto zasobnikového automatu je uvedomenie si
nasledovnej skuto¢nosti:

Dany jazyk je regularny! To znamena, ze staci zostrojit DKA / NKA / e-NKA,
ktory dany jazyk akceptuje a pridat k nemu pracu so zasobnikom, pri ktorej
sa zasobnik uplne ignoruje
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NKA akceptujuci uvedeny jazyk je napriklad:
ab ab
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Ked'ze my chceme zasobnikovy automat, ku kazdému prechodu pridame pracu so
zasobnikom, ktora vezme z vrchu zasobnika symbol Z; a vzapéati ho vrati naspat.

Tym v podstate modelujeme situaciu, ze sa zasobnik ignoruje.
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Graficka reprezentacia vysledného ZA by bola:

b,Zo—>Zo b,Zo—>
a, Zy, - 2 a, Zy —
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A formalne dostdvame z&sobnikovy automat P = (Q, %, T, 4, qo, Zo, F), kde:

® Q: {QO>Q1>C72}
e Y ={ab}
° I={%}

® (o je pocCiatocny stav
Zy je pocCiatocny zasobnikovy symbol

F={q}
a prechodova funkcia ¢ je dana obrazkom, resp. aj predpisom (vid’ d'alsi slajd)
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Prechodova funkcia ¢:

* §(qo, a %) = {(9o, %), (g1, 20)}
6(qo, b, Z) = {(q0, 2)}
6(a1,b,2) = {(q2, %)}

) ={( )}
) ={( )}

(g, a % 92, 2o

{
={
(g, b, 2) = {(q2. 4
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Ak je zostrojeny zasobnikovy automat korektny, musia platit' 2 veci:
e Kazdy refazec z jazyka Ls (t.j. refazce v tvare xaby, kde x, y st retazce
symbolov {a, b}) musi byt v automate akceptovany, t.j. Ls C L(P).
e Kazdy retazec, ktory automat akceptuje, musi patrit do jazyka Ls, t.].
L(P) C Ls.
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Neformalny dékaz toho, ze kazdy retazec v tvare xaby ma v automate akceptacny
vypocet, t.j. ze Ls C L(P):
® Pre prvu Cast vstupného refazca oznacenu x plati, ze pri jej Citani ostava
automat v stave qq.
¢ Nasledne sa podretazcom ab postupne prepne zo stavu qp do stavu gy
precitanim a, a precitanim b sa prepne z q; do g..
* Pre zvySnu Cast vstupu oznacenu y plati, Ze sa da precitat’ a stale zotrvat' v
akceptacnom stave go.
¢ Preto plati, Ze sa da taky retazec cely precitat’ a skoncit v akceptatnom stave
Qo, t.j. existuje vypocet:
(Qo. xaby, Zo) F* (Qo, aby. Zo) & (g1, by, Zo) (G2, ¥, Z0) =7 (Q2, &, £)
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Neformalny dékaz toho, ze kazdy akceptovany retazec je zaroven retazec v tvare
xaby, kde x, y su fubovolné retazce zo symbolov {a, b}.
1. Predpokladajme, Ze automat akceptuje nejaky retazec w. To znamena, ze
(G0, W, Zo) " (Qe. &, £)
2. Z pohladu na automat vidime, Ze kazdy akceptovany retazec musi mat tu
vlastnost, Ze pocas jeho spracovania sa prejde zo stavu qqg cez q; do stavu
Q.
3. To zaroven znamena, ze retazec musi niekde obsahovat postupnost ab.
4. Navyse vidime, ze ak sa uz dostane do stavu @», tak potom ¢okolvek, ¢o
obsahuje, je mozné bez problémov precitat, t.j. za refazcom ab moéze
nasledovat Cokolvek.
5. Taktiez vidime, Ze ak pred ab obsahoval ¢okolvek, tak sme to v podstate
mohli precitat a stale zotrvavat v stave qp.
6. Preto kazdy akceptovany refazec spina tvar xaby, kde x, y st fubovolné (aj
prazdne) retazce zo symbolov {a, b}.
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Le

Najdite zdsobnikovy automat, ktory akceptuje jazyk Lg = {a"b"c™ | n > 1, m > 0}.
Automat by mal akceptovat retazce pozostavajluce z 2 hlavnych Casti:

e Retazca zo symbolov a, b, ktorych je rovnako vela a navy$e su v tvare, ze su
najprv symboly a a potom symboly b. NavySe je tam aspon 1 aa 1 b.

e Ret'azca zo symbolov c, ktorych je nejaky pocCet.
¢ NavySe plati, ze poCet symbolov c¢ nijako nezavisi na pocte a, resp. b.
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Kedze retazce, ktoré ma automat akceptovat, by mali zac¢inat' Castou, ktora je v
tvare a"b", m6zeme si pri konstrukcii ZA pomoct zasobnikovym automatom pre
tento jazyk (rieSili sme ho v prednaske na slajde €. 35). V tomto automate plati, ze
ak ma na vstupe retazec a"b", tak existuje vypocet, ktory skonéi v stave g» a na
vrchu zasobnika je symbol Zj:

a, a — aa
a, Zy — azy b,a — ¢
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¢ V uvedenom automate teda plati, ze do akceptacného stavu g» sa vieme
dostat a precitat pri tom retazec a"b".

e Kedze my chceme akceptovat retazce tvaru a"b"c™, tak vlastne potrebujeme
zo stavu g» eSte precitat zvySok retfazca, t.j. ¢.

e Ked'ze tychto c-Cok je fubovolny pocet a navySe je tento poCet nezavisly od
inych hodnét, v podstate ani zasobnik nepotrebujeme, t.j. m6Zzeme ignorovat
jeho obsah - ked'ze v stave g» je na jeho vrchu Zy, tak ho tam nechame a len
v sluCke docitame symboly ¢ do konca.

e Preto staci len pridat do stavu g» slucku, v ktorej budeme ¢itat symboly c,
pricom z vrchu zasobnika vezmeme Z; a zase ho naspéat vloZzime.
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Graficka reprezentacia vysledného ZA by bola:

a a — aa
a, Zy — azy b,a— ¢ c, Ly — 4
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A formalne dostdvame z&sobnikovy automat P = (Q, %, T, 4, qo, Zo, F), kde:

® Q: {QO>Q1>C72}
e Yy ={ab,c}
o= {Z()?a}

® (o je pocCiatocny stav
Zy je pociato¢ny zasobnikovy symbol

F={q}
a prechodova funkcia ¢ je dana obrazkom, resp. aj predpisom (vid’ d'alsi slajd)
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Prechodova funkcia ¢:

* 6(qo,a, Zo) = {(qo, a%o)}
(9o, a, a) = {(qo, aa)}
4(qo, b,a) = {(g1,¢)}
(g1, b,a) = {(q1,¢)}
6(aq1,¢,20) = {(q2, 20)}
6(q2, ¢, 20) = {(q2, Z0) }
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Ak je zostrojeny zasobnikovy automat korektny, musia platit' 2 veci:
e Kazdy refazec z jazyka Lg (t.j. refazce v tvare a’b"c™) musi byt v automate
akceptovany, t.j. Lg C L(P).
e Kazdy retazec, ktory automat akceptuje, musi patrit do jazyka Lg, t.].
L(P) C Lg.
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Neformalny dékaz toho, ze kazdy retazec v tvare a’b"c™ ma v automate
akceptacny vypocet, t.j. ze Lg C L(P):
e Pre prvu Cast vstupného retazca, t.j. a” existuje vypocet, ktory kazdé
precitané a v stave qg vlozi do zasobnika.
¢ Nasledne sa Citanim prvého b na vstupe a odstranenim a zo zasobnika
automat prepne do stavu gy, v ktorom sa kazdé d'alSie b porovna so
symbolom v zasobniku a ak je na vstupe b a v zasobniku a, tak sa a odstrani
zo zasobnika a na vstupe sa prejde na d'alSie b. Ak je ich rovnaky pocet, t.]
na vstupe je b", tak na vrchu zasobnika sa ocitne Zj.
¢ Nasledne je mozné prejst do stavu g» vd'aka symbolu Z; na vrchu zasobnika.
V tomto stave je mozné precitat fubovolnl postupnost c-Cok na vstupe, t.j.
c™m.
e Dokopy teda ak je na vstupe a"’b"c™, tak existuje spdsob, ako ho precitat a
skoncit v akceptaCnom stave.
(90,@"0"C™, Zy) * (qo, b"¢™, a"Zp) - (g1, 6" c™, @™ Zp) H (a1, €™, Z)

F (g, ™, 2) F* (qe. e, Z)
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Neformalny dokaz toho, ze kazdy akceptovany retazec je zaroven retazec v tvare
ab"c™m:

1. Predpokladajme, Ze automat akceptuje nejaky retazec w. To znamena, ze
(Qo, W, Z) = (Qe, ¢, 2o)

2. Z pohladu na automat vidime, Ze do akceptacného stavu g» prejdeme zo
stavu gy len ak je na vrchu zasobnika Z;.

3. Ak by v zasobniku boli v stave g; iné symboly, nez Z,, tak tam musi byt
symbol a. Ten je mozné odstranit len ¢itanim b zo vstupu v stave q;. Ale a sa
do zasobnika dostane len tak, ze v stave qq ¢itame zo vstupu a. Aby sme
precitanim b-Cok v gy odstranili vSetky a zo zasobnika, tak sme museli
precitat prave a"b".

4. Nasledne je po precitani a’b"” mozné prejst do g». Kazdy retazec, ktory sa
cely precita méze teoreticky na konci obsahovat nejaké ¢ symboly, t.j. c™.

5. Preto kazdy akceptovany retazec zaroven spifa tvar a”b"c™.
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Najdite zasobnikovy automat, ktory akceptuje jazyk
L; = {abck|i=jaleboj=k}.
Automat by mal akceptovat retazce 2 typov:
e Retazce typu a'b'ck alebo ab/cl.
e ZA zostrojime tak, ze pre oba typy retazcov budu v ZA akoby samostatné
vypoctové Casti.
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