Cvicenie 5

InStrukcie:
e Tie Ulohy, ktoré nestihnete vypracovat na cviceni, vypracujte doma. Pytajte sa cviciacich, ak
nieComu nerozumiete alebo si s tlohou neviete dat’ rady.
e Pozor! Nevytvarajte rekurzivne funkcie pomocou globalnych premennych! Je to zly
zvyk a na skuSke bude za takéto rieSenia 0 bodov!

Sekcia €. 1: Jednoduché rekurzivne ulohy

Uloha ¢. 1
Definujte funkciu sucet_rekurzivne(n) so vstupnym parametrom, kladnym celym ¢islom n. Funkcia
vrati sucet 1+2+3+...+n. Funkciu naprogramujte tak, aby pouzivala rekurziu!

Vstupy a vystupy:

Volanie sucet rekurzivne(l) vrati 1.
Volanie sucet rekurzivne(2) vrati 3.
Volanie sucet rekurzivne(3) vrati 6.
Volanie sucet rekurzivne(10) vrati 55.

Hint:

V duchu prednasky si polozte 2 otazky:

1) (rekurzivna cast) Viem vyriesit dany problém — sucet n Cisiel 1+2+3+...+n tak, Ze budem
predpokladat, Ze uz poznam riesenie toho isteho problému pre mensi vstup? Napriklad co ak uz
mam k dispozicii sucet cisiel od 1 po (n-1), t.j. uz poznam 1+2+3+...+(n-1)? Takyto sucet by som
predsa vedel ziskat volanim funkcie sucet_rekurzivne(n-1)

2) (ukoncovacia podmienka) Aka je zdkladnd/najmensia instancia daného probléemu? KedZe chcem
scitat ¢isla od 1 po n, tak najmensia inStancia je situdacia, ked'n = 1. Vtedy je predsa sucet hned’
zrejmy a je to 1.

Uloha ¢. 2

Definujte funkciu pocet parnych_rekurzivne(n), ktora ma vstupny parameter, kladné celé ¢islo n.
Funkcia nacita z klavesnice n €isiel a vrati pocet, kol’ko z nacitanych cisiel bolo parnych. Vo funkcii
pouzite rekurziu.

Vstupy a vystupy:

Volanie pocet parnych_rekurzivne(3) nacita 3 Cisla. Ak Cisla boli 10, 5, 3, funkcia vrati 1.
Volanie pocet parnych_rekurzivne(5) nacita 5 €isiel. Ak Cisla boli 10, 5, 3, 2, 4 funkcia vrati 3.
Volanie pocet _parnych_rekurzivne(5) nacita 5 €isiel. Ak €isla boli 1, 5, 3, 1, 9 funkcia vrati 0.

Uloha ¢. 3
Definujte funkciu maximum_rekurzivne(n), ktord ma vstupny parameter kladné cel¢ ¢islo n. Funkcia
nacita n ¢isiel z klavesnice a vrati najvacsie z nacitanych ¢isiel. Vo funkcii pouZite rekurziu.

Vstupy a vystupy:
Volanie maximum_rekurzivne(3) nacita 3 Cisla. Ak ¢isla boli 5, 10, 3, funkcia vrati 10.
Volanie maximum_rekurzivne(4) nacita 4 ¢isla. Ak c¢isla boli -5, -10, -3, -4, funkcia vrati -3.



Uloha ¢ 4

Definujte funkciu parita suctu_rekurzivne(n) so vstupnym parametrom kladnym celym cislom n.
Funkcia nacita z klavesnice n Cisiel a vrati hodnotu 7rue, ak je sucet nacitanych ¢isiel parny. V
opac¢nom pripade vrati hodnotu False. Vo funkcii pouzite rekurziu.

Vstupy a vystupy:
Volanie parita_suctu_rekurzivne(4) nacita 4 Cisla. Ak cisla su napriklad 1,3,0,-2, funkcia vrati True,
pretoze 1+3+0+(-2) =2 a 2 je parne ¢islo.

Hint:
Zamyslite sa, ako sa zmeni parita cisla, ak k nemu pripocitam pdrne c¢islo a ako sa zmeni parita
cisla, ak k nemu pripocitam neparne cislo.

Uloha ¢ 5

Definujte funkciu sucet_prvocisiel(n) so vstupnym parametrom kladnym celym ¢islom n, ktora vrati
sucet prvocisiel mensich ako n. Vo funkcii pouzite rekurziu! Na testovanie prvociselnosti mozete
pouzit’ funkciu test prvociselnosti() z minulého cvicenia.

Vstupy a vystupy:

Volanie sucet prvocisiel(10) vrati ¢islo 17, pretoze 2+3+5+7 = 17.
Volanie sucet prvocisiel(14) vrati Cislo 41, pretoze 2+3+5+7+11+13 = 41.
Volanie sucet prvocisiel(13) vrati Cislo 28, pretoze 2+3+5+7+11 = 28.

Sekcia €. 2: Pokro¢ilé rekurzivne ulohy

Ulohy, ktoré ste riesili v sekeii ¢. 1 boli pomerne jednoduché a daju sa hravo riesit’ aj bez rekurzie.
V tejto sekcii su uvedené ulohy, kde je rekurzia Sikovnym néstrojom, ako ich riesit. Navyse je v
tychto ulohach nutné dobre sa zamysliet, aké argumenty budu pouzité pri rekurzivnom volani!

Uloha ¢ 1

Definujte funkciu je mocnina(a,b), ktorej vstupom su celé Cisla a,b. Funkcia vrati True, ak je Cislo
a mocninou ¢isla . V opa¢nom pripade vrati False. Vo funkcii pouzite rekurziu podla
nasledovného pravidla:

Cislo a je mocninou ¢isla b vtedy, ak Cislo b deli ¢islo a a zaroven aj a/b je mocninou ¢isla b.

Vstupy a vystupy:

Volanie je_mocnina(8,2) vrati True, pretoze 8 = 2°

Volanie je mocnina(1,3) vrati True, pretoze 1 = 3°

Volanie je_mocnina(81,3) vrati True, pretoze 81 = 3*

Volanie je mocnina(80,3) vrati False, pretoze 80 nie je mocnina 3 (neexistuje také celé ¢islo n ze
by platilo 80 = 3")

Hint:

1) Vsimnite si, ako je definované pravidlo, ¢i je @ mocnina b. Priamo v fiom sa nachadza navod na
rekurziu.

2) Musite si dobre premysliet, aké budu ukoncovacie podmienky!



Uloha ¢. 2

Definujte funkciu GCD(a,b), ktorej vstupom su celé Cisla a,b. Funkcia vrati Greatest Common
Divisor, teda najvécSieho spolo¢ného delitela Cisiel a a b. Vo funkcii pouZite rekurziu podl'a
nasledovného pravidla:

GCD(a,b) = GCD(b, r), kde r je zvySok a po deleni b, teda r = a % b (zapisan¢ v Pythone)
Ako ukoncovaciu podmienku uvazujte situaciu, ze GCD(a,()) ma hodnotu a.

Vstupy a vystupy:

Volanie GCD(10,15) vrati 5
Volanie GCD(30,40) vrati 10
Volanie GCD(20,27) vrati 1

Uloha ¢ 3

Definujte funkciu dec _to_bin(n), ktoré pre vstupny parameter n, ktorym je nezaporné celé Cislo,
vypiSe na obrazovku binarny rozvoj ¢isla n. Vo funkcii pouzite rekurziu!

(Tato tloha je inSpirovana ulohou €. 175 z knihy Python Workbook od Bena Stephensona).

Vstupy a vystupy:

Volanie dec to bin(10) vypiSe na obrazovku 1010
Volanie dec_to_bin(0) vypiSe na obrazovku 0
Volanie dec to bin(31) vypiSe na obrazovku 11111

Uloha ¢. 4

Definujte funkciu mince(suma, pocet, ...) ktora ma minimalne 2 parametre, suma a pocet.

Funkcia vrati True alebo False podl'a toho, ¢i je mozné vytvorit’ sumu v eurdch pomocou zadané¢ho
poctu minci. Uvazujme len centové mince, t.j. 0.01€, 0.02€, 0.05€, 0.10€, 0.20€, 0.50€. Mince sa
moZu aj opakovat. Funkcia musi obsahovat’ minimalne parametre suma a pocet, avSak ak to uznate
za vhodné, moZete si pridat’ aj d’alSie parametre, ak Vam to pomdZe naprogramovat’ danu funkciu.
(Tato uloha je inSpirovana tlohou c. 181 z knihy Python Workbook od Bena Stephensona).

Vstupy a vystupy:

Volanie mince(suma=0.04, pocet=4, ...) vrati True pretoze 0.04€ je mozné zostrojit’ pomocou 4
minci, kazda v hodnote 0.01€.

Volanie mince(suma=0.60, pocet=2, ...) vrati True pretoze 0.60€ je mozné zostrojit’ pomocou 2
minci ako 0.50€ + 0.10€

Volanie mince(suma=0.31, pocet=2, ...) vrati False pretoze 0.31€ nie je mozné zostrojit’ pomocou 2
minci Ziadnym spdsobom.

Volanie mince(suma=0.31, pocet=3, ...) vrati True pretoze 0.31€ je mozné zostrojit’ pomocou 3
minci ako 0.20€ + 0.10€ + 0.01€.

Uloha & 5
Upravte predoslu funkciu tak, aby funkcia okrem vratenia True/False v pripade, Ze je sumu mozne
zostrojit,, vypisala, aké mince je potrebne pouZit’.

Uloha & 6 — Hanojské veze — teoreticky iivod

Hanojské veze patria k najkraj$Sim tlohdm na rekurziu. Vynimocnost’ tejto ulohy spociva v tom, ze
pomocou rekurzie je rieSenie tohto problému mozné implementovat’ par riadkami. Ak by sme sa
pokusili tato tlohu riesit’ bez rekurzie, program by bol komplikovane;jsi.



Hanojské veze su nasledovny hlavolam. Predstavte si, Ze mate 3 stipy, oznaCené A, B, C ana 'avom
stlpe A je niekol’ko diskov, pricom disky st réznych velkosti a st zoradené zhora-nadol od
najmensieho po najvacsi, pozri obrazok (na obrazku je verzia s 5 diskami):

A B C

Ulohou je presunut’ vietky disky zo stipu A na stip C tak, aby aj v stipe C boli disky uloZené tak, e
st zoradené zhora-nadol od najmensSieho po najvicsi. Zaroven sa disky mozu prestuvat’ len podPa
nasledovnych pravidiel:

1) V jednom okamihu je mozné prestuvat len 1 disk.

2) Nie je dovolené polozit’ vac¢si disk na mensi disk.

Stlp B je moZné pocas presuvania pouzivat’ ako pomocné tloZisko diskov.

Samotny hlavolam si viete skusit’ zahrat’ tu:
https://www.mathsisfun.com/games/towerofthanoi.html

Napriklad ak by sme mali verziu s 3 diskami, tak rieSenie uvedeného hlavolamu by mohlo vyzerat
nasledovne. Stlpy st oznacené zl'ava-doprava A,B,C; disky st oCislované 1,2,3, pricom 1 je
najmensi, 2 stredny a 3 najvacsi:

Disk 1 Disk 2

A->C A->B
Disk 1
cC->8B

. Disk 3
Disk 1
| B -> A ‘ J L A—>C l i
i = \, ) :
Disk 2
B —>C

Disk 1

[ 1= A

VysSie uvedené rieSenie vieme popisat’ nasledovne:
Disk 1,A > C
Disk2,A > B
Disk 1,C > B
Disk 3,A > C
Disk 1,B > A
Disk2,B > C
Disk 1,A > C

_
U
|



https://www.mathsisfun.com/games/towerofhanoi.html

Vidime teda, Ze verziu s 3 diskami by sme vedeli vyriesit’ a vieme ich presuniit’ zo stipu A na stip C,
pri¢om stip B pouzijeme ako pomocny stip pri prestvani.

Ako by sme riesili verziu so 4 diskami?

Pri hl'adani postupnosti, ako presuntt’ 4 disky zo stipu A na stip C by sme mohli vychadzat’ z toho,
Ze vieme rieSit’ verziu s 3 diskami!

V predoslej verzii s 3 diskami sme nasli postupnost’ krokov, ako presunut’ 3 disky zo stipu A na stip
C, pricom stip B pouZijeme ako pomocny. To ale znamen4, Ze jednoduchou zamenou B <-> C by
sme vedeli najst’ aj postup, ako presunut’ 3 disky zo stipu A na stip B, pri¢om stip C pouzijeme ako
pomocny!

Predstavme si teda, Ze by sme vo verzii so 4 diskami presunuli prvé 3 disky zo stipu A na stip B,
pricom pouzijeme stlp C ako pomocny. Ako piSeme vysSie, taky postup urcite existuje:

Disk 1,A -=> B
Disk 2, A > C
Disk 1,B > C
Disk 3,A -> B
Disk1,C > A
Disk2,C -> B
Disk 1,A -=> B

Dostaneme situaciu:
7 krokov

N I L A

Po tomto presune 3 diskov zo stipu A na stip B sme si ,,0slobodili najvaési disk &islo 4, ktory
presunieme na stlp C, t.j.:

Disk 4,A->C

7 krokov

Al el l]l= 11

Nisledne uz len potrebujeme presunut’ znovu 3 disky, tentokrat zo stipu B na stip C, pricom mame
volny stip A, ktory vieme vyuzit' ako pomocny. Ale ako sme povedali, my pozname postup ako
presunit’ 3 disky! Tentokrat len potrebujeme presunut’ disky zo stipu B na stip C za pomoci stipu A:
Disk 1,B > C

Disk2,B -> A

Disk 1,C > A

Disk3,B > C

Disk 1I,A -> B

Disk 2, A -> C

Disk 1,B > C



P I T N = O I I

Ak si to teda zhrnieme. Vedeli sme, ako presuniit® 3 disky zo stipu A na stip C za pomoci B.
Tento postup sme vyuZili pri presune 4 diskov nasledovnym spésobom:

pomocou postupnosti krokov:

Ak teraz teda pozname postupnost’ krokov, ktoré presunua 4 disky zo stipu A na stip C za pomoci
stlpu B, ako by sme presunuli 5 diskov?

VSIMNITE SI!!!

Presuvame 7 diskov zo stipu A na stip C za pomoci stipca B tak, Ze :

1) presunieme n-/ diskov podl'a znameho postupu zo stipu A na stip B za pomoci stipu C
2) presunieme #-ty disk zo stipu A na stip C

3) presunieme 7-/ diskov podl’a znameho postupu zo stlpu B na stip C za pomoci stipu A.

V prvom a tretom kroku je REKURZIA!!! Riesime problém presunu # diskov tak, ze
predpokladime, Ze mame rieSenie presunu mensieho poctu diskov, konkrétne n-/ a nasledne z

tohto riesenia jednoducho najdeme riesenie pre n diskov!

A &o by bola ukon&ovacia podmienka? Co je ta najmensia instancia problému presunu diskov, ktora
vieme riesit’ priamo hned’?

No predsa presun n = I disku, ktory priamo prelozime z poéiato¢ného stipu na koneény.



NapiSme teraz v jazyku Python program, ktory postupne vypiSe na obrazovku instrukcie, ktory disk
kam treba presunut’, aby sa vyriesil problém Hanojskych vezi pre n diskov.

Definujeme funkciu hanojske veze(n, start, pomocny, koniec), ktora ma 4 parametre:
n — pocet diskov

start — ozna&enie §tartovacieho stipu (t.j. odkial’ presavame)

pomocny — oznaéenie pomocného stipu

koniec — oznaGenie kone&ného stipu (t.j. kam presavame)

d=f hanojske veze(n, start, pomocny, koniec):
if n == 1: Ukonéovacia podmienka. Ak presuvame len n=1 disk, presuvame
print(n,start, '->", koniec) he priamo zo Startu na koniec

-2 ) ) . Rekurzivna cast:
hanojske veze(n-1, start, koniec, POWOCUY)} 1) Najprv presunieme n-1 diskov zo Startu na

print (n,start, '->", koniec) pomocny stlp cez koneény stlp
hanojske_veze (n-1, pomocny, start, koniec) ) 2) Potom presunieme n-ty disk zo Startu na
koneény stip
3) Na zaver presunieme n-1 diskov z pomocného
stlpu na koneény cez pociatoény stip

Ak by sme teraz chceli, aby program vypisal riesenie pre povedzme 4 disky a stipy by boli
oznacené: A, B, C, kde A je Startovaci, B je pomocny a C je konecny, funkciu zavolame:

hanojske veze (4, 'A','B','C")
1 ->
->
->
->
->
->
->
->
->
->
->
->
->
—>
->
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Ak stale nerozumiete, ako sme ulohu vyriesili, skuste si pozriet’ nasledovné video:

https://www.youtube.com/watch?v=8lhxIOA{Dss

Komentar ¢. I:
Vo videu pouziva profesor Altenkirch prostredie Jupyter. Rovnaké funkcie, ktoré vytvara a spiista
prof Altenkirch vo videu, si ale mozete vytvorit’ a spustit’ aj v prostredi Idle.

Komentdr ¢. 2
Vo videu vytvori prof Altenkirch funkciu

def move(f,t):
print ("Move a disc from {} to {}!".format(f,t))

V tejto funkcii vyuziva prof Altenkirch metédu format() , s ktorou sme sa eSte na predmete nestretli.
Ak by sme sa chceli vyhnat metdde format(), mohli by sme funkciu move definovat’ nasledovne


https://www.youtube.com/watch?v=8lhxIOAfDss

move (f,t):
print ("Move a disc from "+f+" to "+t+"!1")

Takto definovana funkcia move ma rovnaky efekt ako funkcia move od prof Altenkircha. Namiesto
metody format() sa v nej vyuZziva iba spajanie ret'azcov, ktoré sme preberali eSte na prvej prednaske.

Uloha & 6 — Hanojské veie — tiloha pre Vis!

Definujte funkciu hanojske veze pocet presunov(n), ktora ma 1 vstupny parameter n, ktorym je
kladné celé ¢islo udavajice pocet diskov. Funkcia vrati po€et presunov diskov, ktory je potrebny
na vyrieSenie hlavolamu, t.j. presun n diskov zo $tartovacieho na koneény stip.

Vstupy a vystupy:

Volanie hanojske veze pocet presunov(3)vrati Cislo 7, pretoze ako mozete vidiet’ vysSie, na presun
3 diskov je potrebné vykonat’ 7 presunov.

Volanie hanojske veze pocet presunov(4)vrati ¢islo 15, pretoze ako mozete vidiet’ vysSie, na
presun 4 diskov je potrebné vykonat’ 15 presunov.

Doplnok k ulohe:

Legenda hovori, ze v indickom meste Varanasi (alebo Benares) je chram zasvéteny bohu Brahma, v
ktorom je verzia hry Hanojské veZe so zlatymi 64 diskami. Miestni mnisi postupne kazdy den
presunt 1 disk. V momente, ked’ presunt vietkych 64 diskov na cielovy stip, nastane koniec sveta.

Napiste program, ktory postupne vypocita, kol’ko rokov by trvalo vyriesit’ verziu Hanojskych vezi s
1,2,3,4,5,6, ... 64 diskami, ak predpokladdme, Ze mnisi za 1 den vykonaju 1 presun disku a rok
ma 365 dni.

Sekcia ¢. 3 — Debugger v prostredi IDLE

1. Vyvojové prostredia pre tvorbu pocitacovych programov spravidla obsahuju nastroj zvany
Debugger. Pomocou tohto néstroja mdzete prechadzat’ vasim programom krok po kroku a mozete
sledovat’, ako sa menia hodnoty premennych vo vasom programe. Toto je vel'mi uzitocne pri
hl'adani chyb vo vaSom programe. Prejdite si tutorial o pouzivani Debuggera vo vyvojovom
prostredi IDLE dostupny na:

https://www.cs.uky.edu/~keen/help/debug-tutorial/debug.html

Osvojte si pracu s Debuggerom v IDLE. Bude to pre vas uzito¢né! Ak radSej pouzivate iné
vyvojové prostredie ako IDLE, osvojte si pracu s Debuggerom vo vasom preferovanom vyvojovom
prostredi!


https://www.cs.uky.edu/~keen/help/debug-tutorial/debug.html

