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Uloha C. 1

Nech abeceda ¥ = {a, b, c}, nech retfazce nad touto abecedou su
X =aa,y =¢,z=abc.
1. Napiste obrateny retazec x7, yf, zF a ich dizky
2. Napiste vysledok zretazenia xx, Xy, Xz, yX, yy, yz, zx, zy, zz a ich dizky
3. Napiste x',y/. z/, pre i € {0,1,2,3} aich dizky
4. Vymenujte retazce patriace do £*, ¥+ dizok aspon 2.
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Uloha &. 1 - odpovede

. xf=aa yf =¢ zF = cba. |xA| = |x| =2, |yf| = |y| = 0,|2F| = |z| = 3.

. XX = aaaa, Xy = aa,xz = aaabc, yx = aa,yy = ¢,yz = abc, zx = abcaa, zy =
abe, zz = abcabc.

Zrejme |uv| = |u| + |v|, tj.:

Ixx| =2|x| =4, [xy| = x|+ [y| = 2,|xz| = [x| +[z| =2+ 3 =5, |yx| =
2,|yyl =yl + 1yl =0,lyz| = 3,|zx| = 5,|zy| = 3,|zz| = 6.

. x0=¢,x' =aa,x? = aaaa, x® = aaaaaa, )’ =,y =, y? =¢,y3 =¢,20 =
e,z = abc, z° = abcabc, z° = abcabcabc

Zrejme |u'| = i|ul, tj. |x°] = 0|x| = 0, |x®| = 2|x| = 4, |x3| = 3|x| =
6,...|y2| =2ly| =0,...,|2% =3|z| =9

. x*={e,a,b,c,aa, ab,ac, ba,bb, bc, ca, cb, cc, ...}

Yt ={a b,c, aa,ab,ac, ba,bb, bc, ca,cb,cc,...} =L*\ {e}.
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Uloha ¢&. 2

Uvazujme abecedu ¥ = {a, b, ¢} a nasledovné jazyky nad touto abecedou:
* Ly ={c}
e [, = {aaa, aba, aab, abb, baa, bab, bba, bbb}

Ly={aw | we{ab,c}*}

Ly = {wewP | w € {a, b}*}

1. Ktoré jazyky L4, Lo, L3, L4 sU konecné a ktoré su nekonecné? Popiste slovne
jazyky Lz, Ly

2. Uvedte jazyk, ktory vznikne ako zretazenie LLy, L1Lo, LoLq, Lols

3. Popiste jazyk L2, L3, L3, L, L3, LS, L2

4. Popiste jazyk Lo N Lz, Lo N Ly, Lz N Ly, Ly \ Ly, L4 U L1C
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Uloha ¢&. 2 - odpovede

1. Ly, Lo su konec¢né jazyky, pretoze |L1| = 1, |Lp| = 8. Jazyky L3, L4 SU
nekonecné.
Ls = {a, aa, ab, ac, aaa, aab, aac, aba, abb, abc, aca, acb, acc, aaaa, ...} t.j.
vSetky retazce zacinajuce a
Ly =
{c, aca, bcb, aacaa, abcba, bacab, bbcbb, aaacaaa, aabcbaa, abacaba, ...} 1.
vSetky palindromy neparnej dizky, ktoré maju uprostred symbol ¢ a ostatné
symboly m6zu byt len a a b.

2. LyLy = {cc}, L1L, = {caaa, caba, caab, cabb, cbaa, cbab, cbba, cbbb},
L,Ly = {aaac, abac, aabc, abbc, baac, babc, bbac, bbbc},
Loly =
{aaaaaa, aaaaba, aaaaab, ..., aaabbb, abaaaa, abaaba, abaaab, ..., ababbb, ...
bbbaaa, ..., bbbbbb}
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Uloha ¢&. 2 - odpovede

8. L5 = 4Ly = {cc}, L§ = L1LF = {ccc}, L = {c}* = {e, ¢, cc, cee, cecc, ..} =
{c'|ie{0,1,2,3,..}}, L ={c,cc,cce,cece, ...} ={c' | i€ {1,2,3,..}}
L; = {e,aaa, aba, ..., bbb, aaaaaa, ..., aaaaaaaaa, ..., abbbaabbabbb, ...}

LS = ¥*\ L, t.j. v8etky retazce nezaéinajice a-ckom, t.j.
LS ={e}u{bw|we {ab,c}*}u{cw|we {ab,c}}=
LS = {e. b, c, ba, bb, bc, ca, cb, cc, baa, ...}

Lﬁ = L4L4 = {cc, caca, acac, cbcb, bcbe, acaaca, acabceb, ...} =
{xy | x=wewP y = ucuf, w e {a,b}*,u c {a,b}*}.
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Uloha ¢&. 2 - odpovede

4. L, N L3 = {aaa, aba, aab, abb}
Lonly=10
Ls N L4y = {aca, aacaa, abcba, aaacaaa, abacaba, abbcbba, ...} =
{wewf | w = ax, x € {a,b}*}, tj. Lz N L4 sU palindrémy neparne; dizky
majlce uprostred c, priCom ostatné symboly mézu byt len a a b a navyse
zacinaju a-Ckom.
L4\ Ly = {aca, beb, aacaa, ...} Lz N L4 st palindrémy nepéarnej dizky aspoh 3
majlce uprostred c, priCom ostatné symboly m6zu byt len aa b
Lyu LE =x*
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Uloha ¢. 3

Je dana gramatika G= (N, T, P, S), kde N = {S, A}, T = {0, 1}, poCiatoCny
neterminal je S, s pravidlami P:
S—0A
A — 0A|1A|0/1
a) urcte typ gramatiky (regularna, bezkontextova, kontextova, frazova)
b) najdite odvodenie slov 0101, 0111, 1000 v danej gramatike.
c) Urcte, aky jazyk gramatika generuje (slovne, formalnym zapisom).
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Uloha ¢&. 3 - odpovede
a) Gramatika je regularna (technicky je aj bezkontextova, kontextova a
frazova)
b) S= 0A= 01A= 010A = 0101, teda S =* 0101.
b) S=0A=01A= 011A=0111,teda S =* 0111.
b) S = 0A = ... = 1000 sa zjavne ned4, teda S %* 1000

c) Vidime, ze gramatika generuje také retfazce z nul a jednotiek, ktoré
zacinaju nulou a su dizky aspon 2. Preto by sme mohli pisat, ze jazyk
generovany gramatikou G je:

L(G)={0w|we{0,1}T}

teda, Ze na zagiaku obsahuju 0 a za fiou je retazec z ndl a jednotiek dizky
aspon 1, teda dokopy tvoria retfazce z 0 a 1 zacinajice nulou dizky aspon 2.
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Uloha ¢. 4

Je dana gramatika popisujuca syntax podmieneného prikazu G= (N, T,P,S) s

pravidlami P:
. <prikaz> — p1

—_

2. <prikaz> — p2
<prikaz> — if<podmienka>then<prikaz><else Cast'>
<else Cast> — else<prikaz>

o kK~ w®

<else Cast> — ¢
6. <podmienka> — cond

Netermindly N = {<prikaz>, <else Cast'>, <podmienka>} terminaly
T = {p1,p2,if, then, else, cond}, S = <prikaz>
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Uloha ¢. 4

Zistite, & nasledovné "fragmenty kédu" spifiaji uvedent syntax (t.j. &i maja v
gramatike odvodenie):
1. pi
2. p1p2
if cond then p1
if cond then p1 else
if cond then p1 else if cond then p1 else p2

ok w
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Uloha ¢&. 4 - odpovede

Riedenie:
1. <prikaz> = p1
2. <prikaz> #A* p1 p2
3. <prikaz> = if<podmienka>then<prikaz><else ¢ast> =

if cond then <prikaz><else Cast> = if cond then p1 <else Cast> =
if cond then p1

4. <prikaz> = if<podmienka>then<prikaz><else ¢ast> =
if cond then <prikaz><else Cast> = if cond then p1 <else Cast> =
if cond then p1 else<prikaz> # if cond then p1 else

(pretoze z neterminalu <prikaz> nie je mozné odvodit len ¢)
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Uloha ¢&. 4 - odpovede

Riesenie pre if cond then p1 else if cond then p1 else p2:

<prikaz> = if<podmienka>then<prikaz><else ¢ast> =

if cond then <prikaz><else Cast> = if cond then p1 <else Cast> =
if cond then p1 else<prikaz> =

if cond then p1 else if<podmienka>then<prikaz><else ¢ast> =

if cond then p1 else if cond then<prikaz><else Cast> =

if cond then p1 else if cond then p1 <else Cast> =

if cond then p1 else if cond then p1 else <prikaz> =

if cond then p1 else if cond then p1 else p2
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Uloha ¢&. 5

Je dana gramatika G= (N, T,P,S),kde N ={X,Y,Z}, T = {a, b, c}, poCiatocny
neterminal je S = X, s pravidlami P:

X — aYb

aY — bYb

Y —» Zc

Z—aZl|b

a) urcte typ gramatiky (regularna, bezkontextova, kontextova, frazova)

b) najdite odvodenie slova bbcbb v danej gramatike.

c) Urcte, aky jazyk gramatika generuje (slovne, formalnym zapisom).
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Uloha &. 5 - odpovede

a) Gramatika je kontextova (technicky je aj frazova)

)
b) X = aYb = bYbb = bZcbb = bbcbb, teda X =* bbcbb.
c¢) Vidime, ze gramatika generuje retazce 2 typov (podfa toho, ¢i sa pouZije
pravidlo aY — bYb):
® Ak sa pravidlo nepouzije, potom retazce maju prefix a, suffix cb a medzi nimi
podretazec tvaru a*b.
® Ak sa pravidlo pouZije, potom retazce maju prefix b, suffix cbb a medzi nimi
podretazec a*b.

L(G) = {aa"bcb} U {ba*bcbb}
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Uloha ¢. 6

Uvazujte abecedu A= {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,—}. Navrhnite gramatiku, ktora
generuje celoCiselné konstanty (t.j Cisla z mnoziny Z), t.j. retazce:

©0,1,2,3,4,..,9,10,11,12,13, ...
o —1,-2,-3,-4,..—9,-10, ...
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Uloha ¢&. 6 - rieSenie

Urcite terminalne symboly gramatiky budud vlastne abeceda, t.j.
T=A={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, —}. Navrhneme sustavu pravidiel, ktoré tieto
Cisla generuju:

e S— —A|0|1/|2|3]4|5|6|7|8|9|1B|2B|3B|4B|5B|6B|7B|8B|9B

e A— 1|2/3]4|5|6|7|8|9|1B|2B|3B|4B|5B|6B|7B|8B|9B

e B — 0[1]2|3|4|5|6|7|8|9|1B|2B|3B|4B|5B|6B|7B|8B|9B|0B
Teda netermindly N = {S, A, B} a S je pocCiato¢ny neterminal. VSimnite si, Ze nasa
gramatika:

¢ Negeneruje také Cisla, ktoré by zacinali nulami - s vynimkou len nuly

samotne;j.
¢ Negeneruje napr. —0, Cize nula je vzdy bez znamienka
e Je regularna!
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Uloha €. 7

Najdite gramatiku, ktora generuje také retazce zo symbolov {a, b} (t.j. nad
abecedou A = {a, b}), v ktorych je rovnaky pocet symbolov a a b, t.j. gramatiku,
ktora generuje jazyk:

L={we{a b} |fa(w) = th(w)},
kde #5(w) oznaluje pocet symbolov a v retazci w (analogicky f,(w))
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Uloha &. 7 - zamyslenie

Aké retazce patria do jazyka L?
* {e}, leboga(c) = tp(c) =0
e {ab, ba}, lebo pre ne fa(ab) = tip(ab) = 1, resp. fa(ba) = fp(ba) = 1
e {aabb, abab, abba, baba, baab, bbaa}, lebo sa v nich a aj b vyskytuje 2krat
e .
Aké retazce nepatria do jazyka L?
e {a aab, aba, baa, aa, aaab, aaba, ...} lebo je v nich viac anez b
e {b, bba, bab, abb, bb, bbba, bbab, ...} lebo je v nich viac b nez a
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Uloha &. 7 - pokus o rieSenie

Prvy pokus o rieSenie - nech gramatika G by bola:
e S—»aS|bS|e
Tato gramatika urcite dokaze generovat také retfazce, v ktorych je pocet aa b

rovnaky. TotiZto, tadto gramatika generuje vSetky ret'azce z pismen {a, b} a urCite
plati, ze L C L(G).

Problém je, Ze generuje aj retazce navyse, napr. a alebo aaa, teda také, ktoré
nepatria do L, lebo v nich nie je rovnaky poCet aa b. Teda L(G) £ L. Téato
gramatika nie je spravna.
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Uloha &. 7 - pokus o rieSenie

Druhy pokus o rieSenie - nech gramatika G by bola:

1. S — abS

2. S—«¢
Tato gramatika funguje tak, ze kazda aplikacia pravidla ¢. 1 vyrobi vo vyslednom
retfazci Cast ab, a teda urcite v§etko, ¢o G odvodi ma tu vlastnost, ze pocet aa b
je rovnaky, teda L(G) C L.

Problém je, ze nie kazdy ret'azec s rovnakym poctom a a b ma v danej gramatike
odvodenie, napr. abba, sa v nej odvodit neda! Preto L ¢ L(G). Tato gramatika nie
je spravna.
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Uloha &. 7 - pokus o rieSenie

Treti pokus o rieSenie - nech gramatika G by bola:
e S— SaSbS | SbSaS |

Tato gramatika ma nasledovnu logiku. Uvazujme retazec s rovnakym poctom a a
b. Potom v iom nastane jedna z 2 situacii:

¢ Alebo v nom musia existovat’, také aa b, ze a je pred b a navySe plati, Ze aj
v podretazci pred a je rovnaky pocet a, b; v podretazci medzi a, b je rovnaky
pocet a, b; v podretazci za b je rovnaky pocet a, b.
abbaaabbba

¢ Alebo v ilom musia existovat’, také b a a, ze b je pred a a navyS$e plati, Ze aj
v podretazci pred b je rovnaky pocet a, b; v podretazci medzi b, a je rovnaky
pocet a, b; v podretazci za a je rovnaky pocet a, b.
bababa
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Uloha &. 7 - pokus o rieSenie

Pre gramatiku G
e S— SaSbS | SbSaS | ¢
teda plati:
e Urcite vSetko Co generuje su retazce, ktoré maju rovnaky pocet a a b, teda
L(G) C L.
¢ Nebudeme to dokazovat, ale plati aj, ze kazdy retazec s rovhakym poctom a
a b ma v gramatike odvodenie, teda L C L(G).
e Ateda L = L(G), Cize nasa gramatika je spravna.
¢ Nasa gramatika je bezkontextova.
Pre Uplnost v nasej gramatike G: N = {S}, T = {a, b}.
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Uloha ¢. 8

Priklad: Najdite gramatiku generujicu vSetky "spravne" ozatvorkované vyrazy, t.j.:

L ={.0,(0): 00,0, (M0: 000 ---}-

t.j. ku kazdej favej zatvorke existuje prava zatvorka.

Musi platit, Zze L(G) = L, t.j.:

e [(G) C L, (gramatika negeneruje "ni¢ navyse")

e | C L(G). (kazdé slovo z jazyka L sa d& v gramatike odvodit)
Ak platia oba body, z toho logicky vyplyva, ze L(G) = L.
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Priklad (pokr.) Nech gramatika je napr.: G = ({S,A},{(,)}, P, S).
Pravidla:

e S AS

e S—e

e A= (S).

Je zrejmé, Ze gramatika generuje spravne ozatvorkované vyrazy, t.j. L(G) C L a
ni¢ navyse. Otazkou ale zostava, ¢i generuje vSetky spravne ozatvorkované
vyrazy, resp. Ci sa da kazdy spravne ozatvorkovany vyraz vygenerovat pomocou
danej gramatiky (t.j. i L C L(G)).
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Priklad (pokr.) Dékaz matematickou indukciou: Uvazujme "stupen vnorenia" /:
e [=0:¢
e /=1:0),00, -
e 1=2:(0), ()0, -
1. Pre | = 0 je trivialne ukazat, ze gramatika takéto vyrazy generuje.

2. Predpokladajme, Ze gramatika generuje vyrazy pre | < k. Majme vyraz w so
stupriom vnorenia k + 1. Musime dokazat, ze aj takyto vyraz gramatika vie
vygenerovat'.
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Priklad (pokr.) Vyraz w si rozdelime na spravne-ozatvorkované segmenty:
W = wyWa...Wp, Z ktorych aspon 1 ma stupen vnorenia k + 1. Predpokladajme, ze
je to wy. Slovo w vieme odvodit':

S=AS= . =A. A= (SA. A= . = wmA. A= = W W,
—— —— ——

n n—1 n—1

Odstranenim "vonkajSej" zatvorky (ked sme pouzili pravidlo A — (S)) sme dostali vyraz so
stupfiom vnorenia k, ktory podla indukéného predpokladu odvodit vieme. Vieme teda
odvodit’ aj vyraz so stupfiom vnorenia k + 1.

Samozrejme, toto nemusi byt jedina gramatika, ktora dany jazyk generuije.
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Uloha ¢&. 9

Najdite gramatiku pre jazyk L = {a"b"c" | n€ {1,2,3,4,...}}.
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Uloha &. 9 - zamyslenie

Retazce patriace od jazyka L:
1. abc

2. aabbcc

3. aaabbbccc

4. aaaabbbbcccc

Teda retazce maju rovnaky pocet a, b, ¢ a zaroven su symboly usporiadané, t.;.
najprv a, potom b a nakoniec c¢. Gramatika teda musi zabezpecit, aby sa pri
generovani sledoval pocet symbolov, aby bola zaruena ich rovnost po
vygenerovani retazca terminalov. NavySe musi zarucit' ich usporiadanie.
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Uloha &. 9 - pokus o rieSenie

Skusme navrhnut nasledovné pravidla:
1. S — aSBC
2. S— aBC
Nasa gramatika vie teraz generovat takuto vetnu formu:

S =" a"(BC)" = a"BC(BC)""

Ak by sme v nej nahradili kazdé B termindlom b a C terminalom c, dostali by sme
urCite refazec s rovnakym poctom a, b, ¢, avSak nie usporiadany! Preto
vyuzijeme moznosti kontextovych gramatik, ktoré dovoluji menit symboly vo
vetnych formach.
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Uloha &. 9 - pokus o rieSenie

Doplfime pravidlo €. 3:
1. S— aSBC
2. §— aBC
3. CB— BC

Toto pravidlo umozni "preusporiadat™ neterminaly B, C vo vetnej forme tak, aby
sme vedeli dostat’:

S="3a"(BC)" = a"BC(BC)" ' =* a"B"C"

Teraz mb6zeme pristlpit k prepisovaniu neterminalov na terminaly - ale spravime
to Specialnym sp6sobom.
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Uloha &. 9 - pokus o rieSenie

S — aSBC
S — aBC
CB — BC
aB — ab
bB — bb
bC — bc
7. cC — cc

2 e o

Teraz uz vieme kazdu pozadovanu derivaciu UspeSne dokoncit':
S="3a"(BC)" = a'BC(BC)"' =* a"B"C" =" a"b"C" =" a"b"c"

Pre Uplnost v gramatike N = {S,A, B, C}, T = {a, b, c}, S je poCiatoCny
neterminal
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Uloha &. 9 - upozornenie

POZOR!!! V predchadzajucom slajde nesmieme len pridat’ pravidla
B—b,C—ctj

S — aSBC
S — aBC
CB— BC
B—b
5. C—c
Lebo by sme vedeli urobit’ napriklad derivaciu:

o~

S = aSBC = aaBCBC ="* aabcbc

¢o nie je retazec patriaci do daného jazyka L.
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