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Pre pripomenutie:
¢ Regularne jazyky - jazyky generovatelné pomocou tzv. regularnych
gramatik.
e Bezkontextové jazyky - jazyky generovatelné pomocou tzv. bezkontextovych
gramatik.
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Bezkontextove jazyky

¢ Regularne gramatiky (jazyky) sa lahko spracuju z vypoctového hladiska, ich
pouzitie je vSak obmedzené - napr. popis a identifikacia zdkladnych symbolov
programovacich jazykov.

¢ Na $pecifikaciu zlozitejSich konstrukcii programovacich jazykov (vyrazy,
deklaracie, podprogramy) sa pouzivaju bezkontextové gramatiky.

¢ Pre pripomenutie, bezkontextova gramatika G = (N, T, P, S) obsahuje
pravidla v tvare:

A— a,

kde Ae Nyae (NUT)*".
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Priklad bezkontextovej gramatiky

Nech G= ({E, T,F},{(,),+,x*,id}, P, E), kde pravidla P:

E-E+T|T

T—TxF|F

F— (E)]|id.
Zjednodu$ena gramatika na generovanie vyrazov v programovacich jazykoch.
Existuje v nej napr. odvodenie:

E=E+T=T+T=T«F+T=F«F+T=id«F+T

=idxF+ F=id*F+id = id*id +id
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V bezkontextovej gramatike vieme ku kazdému odvodeniu kreslit derivacny
strom (strom odvodenia):

E
VN

E + T

| |

T F

/N |

T * F id
| |
F id
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Strom odvodenia

I[\)IScf;lnCIECE (N, T,P,S) je bezkontextova gramatika. Ohodnoteny strom sa nazyva strom
odvodenia (derivacny strom) slova w v gramatike G, ak splria nasledovné podmienky:

® KaZdy vrchol stromu je ohodnoteny symbolom z mnozZiny NU T, kde T. = T U {e}.

® Koreri stromu je ohodnoteny zaciato¢nym symbolom S.

* Ak ma nejaky vrchol stromu potomkov, potom je ohodnoteny symbolom z mnoZiny N.

® Ak Xi, Xo, ..., Xk su ohodnotenia priamych potomkov vrcholu A, potom v P musi
existovat pravidlo A — X1 Xo... X.

e [isty stromu st ohodnotené symbolmi z mnoZiny T..

e Slovo w € T* sa da ziskat’ zretazenim ohodnoteni listov stromu zfava doprava.
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Definicia

Bezkontextova gramatika G sa nazyva jednoznacna, ak ku kazdému slovu
w € L(G) existuje jediny strom odvodenia. V opacnom pripadne sa gramatika
nazyva nejednoznacna (viacznacna, ambiguous).
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Nejednoznacna gramatika - priklad

Gramatika G = ({<prikaz>}, {cond, p, if, then, else}, P, <prikaz>), pravidla P:
1. <prikaz> — if cond then <prikaz>
2. <prikaz> — if cond then <prikaz> else <prikaz>
3. <prikaz> — p

Zjednodu$ena gramatika reprezentujuca podmienené prikazy, cond zastupuje
podmienku, p zastupuje prikaz. Potom pre slovo (retfazec terminalov):
if cond then if cond then p else p existuju 2 rdzne stromy odvodenia:
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<prikaz>

N
if = cond then <prikaz>
/// | T )
if —cond then <prikaz> else <prikaz>
| |
p p
<prikaz>
2 N
if ~ cond then <prikaz> else <prikaz>
—/ N\ |
if — cond then <prikaz> p
|
p
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Gramatika pre regularne vyrazy nad ¥ = {a, b}

Gramatika G = {{R},{*, |, a, b}, P, R}, kde pravidla:

R — R|R (zjednotenie)
R — RR (zretazenie)
R— R* (iterécia)
R— a

R—b
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Gramatika pre regularne vyrazy nad ¥ = {a, b}
V takejto gramatike by mal regularny vyraz ab|a* viacero derivacnych stromov,

napr. . .
N VAN
R * R | R

VAN /N N

R | R R R R *
VRN | | |
R R a a b a

a b
Co by teoreticky mohlo znamenat nejednoznaénost prisluného regularneho

vyrazu pri jeho pocitacovom spracovani, pretoze prvy regularny vyraz vyzera ako
((ab)|a)* a druhy ako (ab)|(a*).
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Jednoznacné regexy

Nastastie, v tomto pripade existuje aj jednoznacna gramatika pre regularne
vyrazy. Uvedieme priklad gramatiky pre regexy, ktoré budiu popisovat’ retazce nad
abecedou {a, b}. POZOR!!! VSimnite si, ze v tejto gramatike su zvisla ¢iara |,
(), hviezdicka ¢i = terminalne symboly - ¢o je v protiklade s tym, ako sme ich
doteraz pouzivali!). Je to dané tym, Zze chceme popisat gramatiku, ktora
generuje retazce predstavujuce regularne vyrazy a v nich maju tieto symboly svoj
Specificky vyznam.

Gramatika G =
({<Regex>, <Term>, <Factor>, <Base>, <Char>}, {*, |, a, b, ¢, 0, (,)}, P,<Regex>),
kde pravidla su na dalSom slajde:
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Jednoznacné regexy
<Regex> — <Term>
<Regex> — <Term> | <Regex>
<Term> — <Factor>
<Term> — <Factor><Term>
<Factor> — <Base>
<Factor> — <Base>"*
<Base> — (<Regex>)
<Base> — <Char>
<Char> — a
<Char> — b
<Char> — ¢
<Char> — 0
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Derivacny strom retazca ab | a* v tejto gramatike:

<Regex>
P N
<Term> | <Regex>
VRN |
<Factor> <Term> <Term>
| | |
<Base> <Factor> <Factor>
| | AN
<Char> <Base> <Base> *
| | |
a <Char> <Char>
| |
b a
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Problém uréenia nejednoznacnosti gramatiky

e Ak mame zadanu nejaku bezkontextovd gramatiku G = (N, T, P, S), tak
problém zistenia, Ci je gramatika jednoznac¢na/nejednoznacna je vo
vSeobecnosti nerozhodnutelny!

* To znamena3, Ze neexistuje algoritmus, ktory by pre lubovofnu bezkontextovu
gramatiku vedel v koneCnom Case povedat, Ci je jednoznacna alebo
nejednoznacna!
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¢ Nejednoznacné gramatiky predstavuju problém - ak existuju pre 1 slovo
viaceré stromy odvodenia, asi ma slovo viacero sémantickych interpretacii.

¢ Je zrejmé, ze odvodenie slova a derivacny strom su Uzko prepojené - ak
existuje odvodenie, existuje i derivacny strom (a naopak).

¢ Pri bezkontextovych gramatikach si m6Zzeme vybrat, na ktory neterminal vo
vetnej forme aplikujeme prislusné prepisovacie pravidlo v danom kroku
odvodenia - bez rizika, Ze tym ovplyvnime vysledok.
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2 Specialne odvodenia

Priklad: VSimnite si tieto 2 odvodenia:
1. E=E4+T=T+T=T+«F4+T=F«F+T=idxF+T=idxid+T =
id«id+ F = idxid + id
22 E=E+T=E+F=E4+id=T+id=TxF+id= Txid+id =
xid +id = id x id + id
V odvodeni €. 1 sme nahradili vzdy prvy neterminal zlava, v odvodeni €. 2 sme
nahradili vzdy prvy netermindl sprava. Oba deriva¢né stromy by v§ak boli rovnaké
(a také isté, ako derivacny strom na slajde €. 5).
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Lavé (pravé) odvodenie

Definicia

Nech G je bezkontextova gramatika. Potom odvodenie ag = a4 = ... = ax vV G,
kde kazdy krok odvodenia aj = «j 1 pre 0 < i < k realizujeme tak, Ze v retazci «;
nahradime prvy neterminal zfava, nazyvame Favé odvodenie (Fava derivacia);
ak nahradzame prvy neterminal sprava, nazyvame pravé odvodenie (prava
derivacia). Prislusné vznikajuce vetné formy nazyvame Fave (pravé) vetné
formy. Krok odvodenia v favom (pravom) odvodeni budeme oznacovat’ symbolom
=1 (=)
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Lavé (pravé) odvodenie

Teda podfa uvedeného znacenia:
1.E=E4+T=T+T=T«F+T=FxF+T=,id«F+T=
id«xid+ 7 =/idxid+ F = id xid + id
2. E=E4+T=E+F=E+id=,T+id=,TxF+id=, T xid+id =,
Fxid +id =, id xid + id
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Ak G je jednoznacna gramatika, potom lavé (pravé) odvodenie kazdého slova je
urcené jednoznacne. Tuto vlastnost' vyuzivaju algoritmy hladajuce derivaciu
slova v gramatike - tzv. syntaktické analyzatory.
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Transformacie gramatik

Gramatiky mozno transformovat’ na’ekvivalentné gramatiky (t.j. generujuce
ten isty jazyk), ktoré budu navyse spinat’ dodato¢né poziadavky (napr. na
tvar pravidiel).

Z&kladom pri transformacii gramatik je, aby sa po transformécii nezmenil
jazyk generovany gramatikou.
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3 zakladné upravy

Existuju 3 zakladné Upravy bezkontextovych gramatik:
1. Odstranenie ¢-pravidiel
2. Odstranenie jednoduchych pravidiel
3. Odstranenie nadbytocnych symbolov
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Odstranenie s-pravidiel

Definicia

Gramatika G = (N, T, P, S) sa nazyva gramatika bez c-pravidiel, ak mnoZina
pravidiel P neobsahuje Ziadne c-pravidlo (také, kde na pravej strane je len prazdny
retazec ), alebo v P existuje jediné c-pravidlo S — ¢, pricom zaciato¢ny symbol
gramatiky sa nevyskytuje na pravej strane Ziadneho pravidla.
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Odstranenie s-pravidiel

e Kazdé e-pravidlo odstranime a zaroven do gramatiky doplnime d'alSie
pravidla, aby sa nezmenil vysledny jazyk generovany gramatikou.

e Pri dopinani pravidiel postupujeme podra toho, ktoré neterminaly sa mohli
pocas derivacie prepisat na ¢ a teda sa mohli ,stratit“ z vetnej formy.

¢ Jediny pripad, kedy akceptujeme e-pravidlo je v pripade, Zze ¢ € L(G). V
takom pripade dopInime novy pociatoény symbol S’, dopinime pravidla
S’ — S| e a ostatné e-pravidla prislusnym spésobom odstranime.
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Gramatiku s e-pravidlami
S—aSb|ec|A

A— bAa|e
Upravime na:

S —S|e

S—aSb|A|ab

A — bAa| ba

llustracny priklad

Transformacie bezkontextovych gramatik
0000@0000000000000000000000000000
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Odstranenie s-pravidiel

Uvazujme o gramatike G = (N, T, P, S). Hfadame mnozinu neterminalov N, ktoré
sa mbzu pocas odvodzovania ,stratit“, t.j. prepisat na prazdne slovo .

N.={A|A=*¢,Ac N} (1)

MnoZinu iterativne tvoria tie neterminaly, z ktorych mozno odvodit len e.
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Odstranenie s-pravidiel

Vstup: bezkontextova gramatika G= (N, T, P, S)
Vystup: mnozina N. (1)

1: N. 0.

2: opakuj

3 I\L «~ N, i}

40 N.«N.U{A|AsaecPArachN.}

5: pokial N. # N.
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Odstranenie s-pravidiel
e Po uréeni N. je potrebné vytvorit mnozinu pravidiel P z mnoziny P tak, e sa
v P nebudu vyskytovat' e-pravidla, ale nezmeni sa generovany jazyk.

e Do P mdzeme dat tie pravidla z P, ktoré na pravej strane neobsahuiju
neterminaly z N..
* Pre tie pravidla z P, ktoré na pravej strane obsahuju neterminaly z N, t.j.
tvaru:
A— aoB1a1 ...Bkak,

kde o € (N — N:) U T)*, B; € N, plati, Ze kazdé takéto pravidlo nahradime v
P mnoZinou pravidiel tvaru

A— aoX1 Qq ...Xkak,

kde X; = Bjalebo Xij=cprei=1,....k.
28/53



Transformécie bezkontextovych gramatik
00000000 ®00000000O00000O000O00000000

Odstranenie s-pravidiel

e POZOR! Ak by malo vzniknit pravidlo A — ¢ alebo A — A, tak ho do P
nepridame.
¢ Naviac, ak € € L(G), potom sa Standardne do mnoziny neterminalov pridava
novy zadiato&ny neterminal S a do pravidiel P sa pridaju 2 pravidla:
. S—> S
* S—e¢
e To zistime o.i. tak, ze S € N..
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Odstranenie e-pravidiel - priklad

Priklad: Odstrante e-pravidla z gramatiky G = ({S, A, B, C,D},{a, b,d}, P, S),
kde pravidla P:

S — aAbB | AC | BD

A—Aa|e

B — bBb

C—aCAle|A

D—d
Mnozina N. postupne: (), {A, C}, {A, C, S}.
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Odstranenie e-pravidiel - priklad (pokr.)

Vysledna gramatika bude G = ({S, S, A, B, C, D}, {a, b,d}, P, §), kde P:
$-5S | e
S—aAbB | AC|BD|abB | A|C
A— Aala
B — bBb
C—aCA|A|aC|aA a
D—d
pricom boli odstranené pravidla A — ¢, C — ¢
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Odstranenie jednoduchych pravidiel

Definicia
Nech G = (N, T, P, S) je bezkontextova gramatika. Potom pravidla tvaru A — B,
kde A, B € N sa nazyvaju jednoduché pravidia.
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Odstranenie jednoduchych pravidiel

e Kazdé jednoduché pravidlo typu A — B odstranime a zaroven do gramatiky
doplnime d'alSie pravidla, aby sa nezmenil vysledny jazyk generovany
gramatikou.

e ZjednoduSene, ak sa z A dalo odvodit B, tak po odstraneni pravidla A — B
musime doplnit pravidla, ktoré maju na lavej strane A a na pravej strane
vSetky mozné pravé strany pravidiel typu B —
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Priklad

Gramatiku s jednoduchymi pravidlami
S —S|e
S—aSb|A|ab
A — bAa| ba
Upravime na:
S — aSb|bAa|ba|ab|e
S — aSb | bAa| ba| ab
A — bAa| ba

Transformécie bezkontextovych gramatik
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Odstranenie jednoduchych pravidiel

Pre kazdy neterminal A vytvorime mnozinu N4 neterminalov, ktoré sa z A daju
odvodit, t.j.:
Ny={B|A="B,Be N} 2)
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Vstup: bezkontextova gramatika G = (N, T, P, S) bez e-pravidiel, neterminal A
Vystup: mnozina Ny (4)

—_

2
3
4:
5

: NA — {A}

: opakuj

Na < Na; ]
Na <+ NaU{C|B— Ce PABe Nz}
. pokial Ny # Ny
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Odstranenie jednoduchych pravidiel

Na zaklade mnozin N, teraz mbézeme odstranit’ jednoduché pravidla.

Pre kazdy neterminal vieme, na aké r6zne iné neterminaly sa da prepisat.
Ak chceme odstranit’ jednoduché pravidla, musime znovu zabezpedit, aby to
nezmenilo vysledny jazyk, ktory gramatika generuje.

To docielime tak, Ze pre v8etky B € N4 a vSetky pravidla B — «, ktoré nie su
jednoduché, pridame do upravenej mnoziny pravidiel aj pravidla A — «.
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Odstranenie jednoduchych pravidiel - priklad

Nech je dana gramatika (bola vysledkom Upravy odstranenia e-pravidiel):

$§58|e

S—aAbB|AC|BD|abB|A|C

A— Aala

B — bBb

C—aCA|A|aC|aA|a

D—d
Pre Jednothve netermlnaly sU mnoziny NA (postupne):

$:{8},{8,8},{5,S,A.C} =N
S:{S},{S,A C} = Ns
A:{A} = Ny
B:{B} = Ng
C:{C}={C,A} = N¢
D:{D} = Np
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Odstranenie jednoduchych pravidiel - priklad

Po odstraneni jednoduchych pravidiel dostavame pravidla:
S e|aAbB|AC | BD | abB | Aa|a|aCA|aC | aA
S —aAbB | AC | BD | abB | Aa| a| aCA| aC | aA
A— Aa|a
B — bBb
C—aCA|aC|aA|a| Aa
D—d

T.j. gramatiku ({S, S,A B, C,D},{a,b,d}, P, S) bez jednoduchych pravidiel, kde
pravidla P su uvedené vySSie.
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Odstranenie nadbytocnych symbolov

V gramatike sa mézu vyskytovat symboly (N, T) ktoré sa alebo nikdy pocas
derivacie nepouziju, alebo ak sa pouziju, nikdy sa nepodari odvodit retfazec
terminalov. Ich pritomnost’ v gramatike potom zbytoCne zvacsuje jej velkost a
navySe mézu viest k zlym vysledkom réznych algoritmov, pracujucich s
gramatikami.
Definicia
Nech G= (N, T, P, S) je bezkontextova gramatika. Symbol X € NU T sa nazyva:
e nedostupny, ak v G neexistuje odvodenie S =* a X3 pre nejaké
a,fe(NUT),
e nadbytocny, ak v G neexistuje odvodenie S =* xXz =* xyz pre nejaké
X,y,z€ T*.
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Odstranenie nadbytocnych symbolov

Definicia
Gramatika bez nadbytocnych symbolov sa nazyva redukovana gramatika.
Kazdy nedostupny symbol je zaroven aj nadbyto¢ny. Vytvorenie redukovane;j
gramatiky pozostava z 2 hlavnych faz:
1. Odstranenie netermindlov, z ktorych nie je mozné odvodit retazec terminalov
alebo ¢.
2. Odstranenie netermindlov a terminalov, ktoré sa nemo6zu vyskytnut vo
vetnych formach gramatiky.
Symboly sa odstrania spolu s prislu§nymi pravidlami, v ktorych vystupujua.
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Priklad

Nech gramatika G ma pravidla:
S—AB|A
A— AA|a
B — bB
C—c

Netermindl B je nadbyto¢ny symbol. Neterminal C a terminal ¢ su nedostupné
symboly. Po ich odstraneni dostavame ekvivalentnu redukovanu gramatiku:

S— A
A= AA| a
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Odstranenie nadbytocnych symbolov - mnozina Nt

V prvej faze hfadame netermindly, z ktorych je mozné odvodit’ retazec terminalov
(pripadne ¢). Hfadame mnozinu:

Nr={A|A="w,we T} (3)
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Odstranenie nadbytocnych symbolov - mnozina Nt

Vstup: bezkontextova gramatika G= (N, T, P, S)
Vystup: mnozina Nt podfa (1)
1: Np <0
2: opakuj
3 Nt + NT ’
4 Nr< NrU{A|A—=aePAac(NrUT)*}
5: pokialf Ni # N
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Odstranenie nadbytocnych symbolov - mnozina Nt

Priklad: Nech G = ({S, S,A B,C,D},{a,b,d}, P, S), kde P obsahuje pravidla:
S—c|aAbB|AC|BD | abB | Aa|a|aCA|aC | aA
S — aAbB | AC | BD | abB| Aa|a|aCA| aC | aA
A— Aala
B — bBb
C—aCA|aC|aA|a|Aa
D—d

Podra algoritmu by sa premenna Ny postupne menila: 0, {A, C, D, S, S}.
Netermindl B je teda taky, Ze sa z neho neda odvodit terminalny retazec. Jeho
vyskyt v gramatike je teda nadbytocny, pretoZe jeho odstranenim sa nijako
nezmeni jazyk L(G), ktory gramatika generuje.
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Odstranenim neterminalu B a pravidiel s jeho vyskytom by sme dostali gramatiku
({S,S,A,C,D},{a,b,d}, P,S) s pravidlami P:

S—e|AC|AalalaCA|aC|aA
S— AC|Aa|alaCA|aC|aA
A— Aala
C—aCA|aC|aA|a|Aa
D—d
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Odstranenie nadbyto¢nych symbolov - mnozina Vp

V druhej faze hfadadme neterminaly a termindly, ktoré sa mézu vyskytnut v nejakej
vetnej forme danej gramatiky, t.j. su to dostupné symboly gramatiky. Hfadame
mnozinu:

Vp={X|S="aXB,a,6 € (NUT)"}. (4)
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Odstranenie nadbyto¢nych symbolov - mnozina Vp

Vstup: bezkontextova gramatika G= (N, T, P, S)
Vystup: mnozina Vp podia (2)

VD — {S}

2: opakuj

3 Vp V,D )

4: Vo VpU{X|A—=aXBe PAAE Vp}
5. pokial Vp # Vp

—_
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Odstranenie nadbyto¢nych symbolov - mnozina Vp
Priklad: Pokradujme v redukcii gramatiky, z ktorej sme naposledy odstranili
nadbytocné neterminaly, t.j. mame gramatiku ({S, S, A, C, D}, {a,b,d}, P, S) s
pociatoénym neterminalom S a pravidlami:

S—e|AC|AalalaCA|aC| aA
S—AC|Aa|alaCA|aC|aA
A— Aala
C—aCA|aC|aA|a|Aa
D—d

Podrla algoritmu by sa premenna Vp postupne menila: {S}, {S, A C,a}.
Nedostupné symboly su teda neterminaly S, D a terminaly b, d (terminél b bol
stale formalne uvedeny medzi terminalmi, hoci sa uz nevyskytoval v Ziadnom
pravidle).
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Odstranenie nadbytocnych symbolov - vysledny algoritmus

Vstup: bezkontextova gramatika G = (N, T, P, S)
Vystup: gramatika bez nadbyto&nych symbolov
1: Vytvor mnozinu Nr.
2: ak S € Ny potom
3 odstran z gramatiky G vSetky neterminaly, ktoré nepatria do Nr;
4:  vytvor mnozinu Vp
5 odstran z gramatiky G vSetky symboly, ktoré nepatria do Vp;
6: koniec ak

Poradie krokov je délezité!. Najprv sa musia odstranit neterminaly, ktoré nevedu
na terminalne retazce (Nr) a az potom sa odstrania nedostupné symboly (Vp).
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Redukcia gramatiky - vysledok

Priklad: Redukovanu gramatiku teda ziskame tak, Ze najprv odstranime
nadbytoCné neterminaly a potom nedostupné symboly gramatiky. V pripade nami
upravovanej gramatiky zo slajdu €. 45 ma teda vysledna redukovana gramatika
pravidla:

S—e|AC|AalalaCA|aC| aA

A— Aa|a

C—aCA|aC|aA|a|Aa
pricom neterminély N = {S, A, Cltermindly T = {a} a S je potiatoény neterminal.
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Ak by sme gramatiku zo slajdu ¢. 45 upravovali v opaénom poradi, potom:
1. Mnozina Vp = {S, S,A,B,C,D, a, b, d}, t.j. vSetky symboly su dostupné a ni¢
sa neodstrani.
2. Mnozina Nr = {A,C,D, S, é}, t.j. odstranime len neterminal B a vysledna
gramatika:
S ec|AC|Aa|alaCA|aC|aA
S— AC|Aa|alaCA|aC|aA
A— Aala
C—aCAlaC|aA|al Aa
D—d
pricom vidime, Ze netermindly S, D a termindl d nie su dostupné a terminal b
nevystupuje v ziadnom pravidle.
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