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Regularne gramatiky - opakovanie

Pre pripomenutie: Gramatika G = (N, T, P, S) sa nazyva regularna, ak kazdeé jej
pravidlo splna jeden z 2 tvarov:

1. A—-xB,Ac NNBec N, xcT"

2. A—-w, AecNweT*

Kazdy jazyk, ktory je mozné generovat regularnou gramatikou sa nazyva
regularny.

2/39



Vztah KA a regularnych gramatik
0@0000000000000

Automaty vs gramatiky

e Automaty predstavuju jeden z tzv. akceptacnych sposobov Specifikacie
jazyka.

e Gramatiky predstavuju generativny sposob Specifikacie jazyka.

* Preto je vhodna otazka: existuje nejaky suvis medzi gramatikami a
automatmi?

¢ Nasledovné slajdy pojednaju o vztahu kone€nych automatov a regularnych
gramatik.
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Regularna gramatika = KA

Veta
Nech G = (N, T, P, S) je reguldrna gramatika. Potom existuje nedeterministicky
konecny automat M = (Q, ¥, d, qu, F) taky, Ze L(M) = L(G).
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Pri zostrojeni NKA akceptujuceho jazyk generovany gramatikou G = (N, T, P, S)
najprv gramatiku upravime do tzv. striktnej formy, kde su pravidla tvaru:

° A—¢

°e A a

e A— aB
kde A, Be N,ac T.

Striktna forma teda na pravej strane obsahuje v pravidle najviac jeden terminal.
Kazdu regularnu gramatiku je mozné previest do strikiného tvaru pomerne
jednoduchym skratenim pravych stran pomocou novych neterminalov, pozri dalsi
slajd.
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Priklad

Napriklad nech G = ({S, A}, {a, b, c}, P, S) je regularna gramatika s pravidlami:
e S—»aA|bS|cc
e A— abA |«

Striktnou ekvivalentnou gramatikou by bola gramatika

Gi = ({S,A, S1,A},{a, b, c}, P,S) s pravidlami:

S — aA | bS| cS;

e S —>cC

A — aA4 |6
Ay — bA
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Nasledne ku regularnej gramatike G v strikinej forme zostrojime nedeterministicky
konecny automat:

e Stavy NKA budu stavy ekvivalentné ku netermindlom gramatiky, plus jeden
Specialny akceptacny stav gy,

Abeceda NKA je rovna terminalom gramatiky,

Pociatocny stav NKA je stav oznaCeny ako S,

NKA ma len jeden akceptacny stav - g,
Prechodova funkcia:
® Ak G obsahuje pravidlo A — ¢, NKA obsahuje prechod zo stavu A do stavu gy
nae.
® Ak G obsahuje pravidlo A — a, NKA obsahuje prechod zo stavu A do stavu gr
na a.

® Ak G obsahuje pravidlo A — aB, NKA obsahuje prechod zo stavu A do stavu B
na a.
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Priklad

Nech striktna regularna gramatika Gy = ({S, A, S1,A+},{a,b,c},P,S) s
pravidlami:

e S— aA| bS|cS;

b 81 — C

e A— aA | 5

° A — bA
Potom ekvivalentny NKA M:
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KA = Regularna gramatika

Veta
Nech M = (Q, %, 0, qo, F) je DKA. Potom existuje taka regularna gramatika
G=(N,T,P,S), Ze L(G) = L(M).
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Ku deterministickému konecnému automatu M = (Q, ¥, 9, qo, F) zostrojime
regularnu gramatiku G = (N, T, P, S) nasledovne:

¢ Neterminaly gramatiky budu ekvivalentné stavom DKA.

e Terminaly gramatiky budu rovnaké ako vstupné abeceda DKA.

e Pociato¢ny neterminal gramatiky bude qq.

e Pravidla gramatiky:

* Ak automat obsahuje prechod zo stavu q; do stavu g; na symbol a, gramatika
bude obsahovat pravidlo g; — aq;
® Ak je stav g; v automate akceptaCnym, v gramatike bude pravidlo g; — ¢.
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Priklad
Je dany DKA M = ({q07 a1, QZ}a {a7 b}7 5) o, {q07 a1 })

Regularna gramatika ekvivalentna k uvedenému DKA by bola
G=({9,91,9:},{a, b}, P,q), kde pravidla:

® qo—aqo | bag|e

* g1 —aq|bg e

* g2 — aqq | bge
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Zhrnutie, Regularna G < KA

¢ Teda kazdy jazyk, ku ktorému vieme najst regularnu gramatiku, ktora ho
generuje, je zaroven akceptovatelny nejakym
(deterministickym/nedeterministickym kone¢nym automatom).

¢ A naopak, kazdy jazyk, ku ktorému existuje nejaky DKA/NKA, ktory ho
akceptuije, je generovatelny nejakou regularnou gramatikou.
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Pripomenme si Chomského hierarchiu

recursively enumerable

context-sensitive

context-free

Figure: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Chomsky-hierarchy.svg
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Z hladiska vypoctovych zariadeni

TURINGOVE STROJE

Linedrne ohraniCené automaty

Zasobnikové automaty
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Jazyk, ktory nie je regularny

e Ako naznacuje hierarchia, existuju jazyky, ktoré nie su regularne - a teda sa
nedaju generovat regularnou gramatikou, resp. akceptovat’ kone¢nym
automatom.

e Ucebnicové priklady takychto jazykov, napriklad nad abecedou ¥ = {0, 1} su:

e [ ={0™""|ne{0,1,2,..}} (bezkontextovy)

e [ ={we{0,1}* | fo(w) = t1(w)} (bezkontextovy)
° L={wwf|we {0,1}*} (bezkontextovy)

e | ={ww|we{0,1}*} (kontextovy)

15/39



Vztah KA a regularnych gramatik
000000000000008

Regularne jazyky

Hoci su reguléarne jazyky pomerne obmedzené, pouzivaju sa napriklad na:
e Popis fubovolnej kone¢nej mnoziny (napr. kfu¢ovych slov programovacieho
jazyka)
¢ Popis identifikatorov premennych, funkcii, atd’.
® Popis Ciselnych konstant
Taktiez tzv. regularne vyrazy Gzko suvisia s regularnymi jazykmi...
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Regularne vyrazy

Regularny vyraz je popri regularnych gramatikach a kone¢nych automatoch iny
sposob Specifikacie regularnych jazykov.
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Regularne vyrazy

Definicia
Nech ¥ je abeceda. Potom:

1.

0D

. iné regularne vyrazy ako tie, zostrojené podfa bodov 1-6, neexistuju.

(0 je regularny vyraz popisujuci prédzdny jazyk,
¢ je regularny vyraz popisujuci jazyk {¢},
a, pre a € ¥, je regularny vyraz popisujuci jazyk {a}.

Ak Ry a Ro su regularne vyrazy popisujuce jazyky Ly a Ly, potom (R; | R) je
regularny vyraz popisujuci jazyk Ly U Ly (zjednotenie).

Ak Ry a R» su reguldrne vyrazy popisujuce jazyky Ly a Lo, potom (R Ry) je reguldrny
vyraz popisujuci jazyk Ly Ly (zretazenie).

. AK R je regularny vyraz popisujuci jazyk L, potom (R*) je regularny vyraz popisujuci

iteraciu L* jazyka L.
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Priklad: Nech ¥ = {0,1,...,9,a, b, ..., z}. Potom mozné regularne vyrazy:

* (0[1)={0,1}
(0%)1) = {11,101,1001,...}

° (1

 ((10)(0 [ 1)) = {10w | w € {0,1}"}

* ((begin) | (end)) = {begin, end}

e (0]1]..19)(0|1]...]19)") - celoCiselné konstanty s pripadnymi

bezvyznamnymi nulami zfava, bez znamienka

e ((e|+ =)0 ((1]...19)(O0]|1]...19)"))) - celoCiselné konstanty bez/so
znamienkom, bez bezvyznamnych nul zlava

* ((al...|z)"(begin)(a]| ... | z)*) - vSetky textové retazce obsahujuce begin
ako podretazec
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Regularne vyrazy = NKA

Veta

Nech R je regularny vyraz popisujuci jazyk L. Potom existuje nedeterministicky
konecny automat M taky, Ze L(M) = L.

Ukazeme si dokaz tejto vety pomocou tzv. Thompsonovej konstrukcie.
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Dokaz - 0, ¢, a

Staci ukazat, Ze pre prvych 6 bodov z definicie vieme vzdy zostrojit prislusny
automat:
e Vyraz ():

O

e Vyraz e:

@

e Vyraz a:

O=0
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Doékaz - R, ‘ Rg, R, Rg, R*

2

J

Ry

/;i>
E\\jiD,,

Re

O O] 00

Ry | Rz
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Priklad

Najdite DKA, ktory akceptuje jazyk popisany regularnym vyrazom:
(01]10)*(£]0|1). Najprv skonstruujeme NKA, ktory rozpoznava dany regularny
vyraz... Zacneme s elementarnymi KApre 0 a 1.

2O @
~O~0
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lteraciou NKA pre (01]|10) vznikne NKA pre (01|10)*:
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Dalej potrebujeme zostrojit NKA pre (¢|0[1). Tri elementarne NKA, pre ¢,0,1 st
nasledovné:
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Ich zjednotenim dostdvame NKA pre ¢|0]1:
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Na zaver z NKA pre (01/10)* a z NKA pre ¢|0|1 ich zretazenim dostavame
vysledny NKA pre (01/10)*(£]0|1)
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Nasledne automat podrobime determinizacii. Najprv véak pomenujme stavy (teraz
je v principe jedno, ako).
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Ekvivalentny deterministicky automat vyzera nasledovne:

1,92, 95, G6, G10, 11, G12, G14}

{90, 91, G2, Gs, G10,

609, 310, 11, G12, Q14 }
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Po preznaceni stavov a doplneni na Uplny automat (priddme pascu - stav gs),
dostavame:
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Zhrnutie

Pre regularne jazyky teda plati:
¢ Daju sa popisat pomocou regularnej gramatiky
e Daju sa popisat pomocou (deterministického) konecného automatu
¢ Daju sa popisat pomocou regularneho vyrazu.
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Uzaverové vlastnosti regularnych jazykov

Veta
Nech Ly a L, su regularne jazyky. Potom zjednotenie jazykov Ly U Ly je tieZ
regularny jazyk.

Veta

Nech Ly a L, su regularne jazyky. Potom zrefazenie jazykov LiL, je tieZ regularny
jazyk.

Veta

Nech L je reqularny jazyk. Potom iteracia jazyka L* je tieZ reqularny jazyk.

VSetky tri hore uvedené vety priamo vyplyvaju z definicie regularnych vyrazov,
resp. z konstrukcie NKA, ktory prisludné vyrazy akceptuje.
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Veta
Nech L je regularny jazyk nad abecedou T. Potom doplnok jazyka L je reguldrny
jazyk.

KA akceptujlci L ziskame, ak v uplnom automate akceptujicom L vymenime
akceptujuce stavy za neakceptujuce a naopak.

Veta
Nech Ly a Ly su regularne jazyky. Potom prienik jazykov Ly N L, je regularny jazyk.
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Dokaz: Nech M, = (01 , 21,01, Qo1, F1) aM, = (02, 35,00, Qo2, F2) su KA takeé, ze
L(My) = Ly, L(M>) = L. Potom kone€ny automat M, akceptujuci L(M) = Ly N Ly je
patica M = (Q, X, 4, qo, F), kde:

Q={(g1,0) g1 € QU NGpecl},QCQ xQ

=31N%X

5((g1, g2), @) = (01(q1, @), 02(qe; @)

G = (o1, Go2)

F={(g1,%) g1 € FfAq € F2}

KoneCny automat je teda kombinaciou My a M, a ,sleduje”, akymi cestami sa

mézu uberat oba automaty a akceptuje slovo len vtedy, ked by ho akceptoval M;
a sUcasne aj M, (teda logicky patri do Ly N L»).
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Priklad: Nech My = ({qo1,911},{0,1},01,Q901,{q11}) a
Mo = ({Qo2, G12, @22}, {0, 1,2}, 62, Qoo, { o2} ), kde prechodové tabulky:

01 0 1
Qo1 | G141 -
q11 | 11 | G141

0o 0 1 2
Qo2 | Gi2 | Qo2 | Qo2
Qi2 | Q12 | Q22 | 12
Q22 | Q12 | Q22 | Q12

37/39



Riesenie:

) 0 1
(do1: qoz) | (911 G12) -
(911, 912) | (911, 912) | (911, Go2)
(911, 922) | (911, G12) | (G171, Go2)

Regularne vyrazy

0000000000000 00000000e0
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